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1 はじめに
Schur-Weyl双対性は，単純な構成から A型 Lie代数の表現論と対称群の表現論との間の強い結びつきが生
じる大変興味深い現象であり，現在に至るまでその様々な変種が研究されてきた．量子アフィン Schur-Weyl

双対性はそのような変種のひとつであり，量子アフィン化された対象, すなわち A型量子アフィン代数の表現
論と GL型アフィン Hecke環の表現論を結びつけるものである．近年，この量子アフィン Schur-Weyl 双対
性をさらに一般化したいくつかの変種たちが，Kang-柏原-Kim-Ohらのグループによる一連の研究 [9], [10],

[11], [12] で新しく発見された．これら一般化された量子アフィン Schur-Weyl双対性は（A型とは限らない）
量子アフィン代数の表現論と箙Hecke環（KLR代数）の表現論を結びつけるものであり，団代数のモノイダル
圏化やある種の Langlands双対性とも関連して現在も研究が進んでいる．本稿ではそれらのうち，Dynkin箙
に付随して構成される場合（Kang-柏原-Kim [10]）について取り上げる．ここでは，特にこの場合を「Dynkin

箙型量子アフィン Schur-Weyl双対性」と呼ぶことにし，通常の量子アフィン Schur-Weyl双対性と比較しな
がらその概要を説明したい．
本稿の構成は以下のとおりである．2 節ではまず古典的な Schur-Weyl 双対性の簡単なまとめからはじめ
て，通常の量子アフィン Schur-Weyl 双対性について説明する．その後，3 節において Dynkin 箙型量子ア
フィン Schur-Weyl双対性の Kang-柏原-Kimによる代数的構成とその性質を説明する．最後の 4節では（通
常の，および Dynkin箙型）量子アフィン Schur-Weyl双対性の幾何学的実現について説明する．

2 量子アフィン Schur-Weyl双対性
2.1 古典的 Schur-Weyl双対性
まず始めに，古典的 Schur-Weyl双対性について簡単にまとめておく．自然数の組 (n, d)を固定する．古典
的 Schur-Weyl双対性は An 型複素単純 Lie代数 sln+1 ≡ sln+1(C)の表現論と d次対称群 Sd の表現論を結
びつける．その構成は非常に単純である．Lie代数 sln+1 のベクトル表現 V := Cn+1 の d次テンソル冪 V ⊗d

には，対称群 Sd がテンソル成分の置換として sln+1 作用と可換であるように作用する．環論の言葉で言い表
すと，すなわちテンソル積 V ⊗d は (U(sln+1),C[Sd])双加群をなす：

U(sln+1) ↷ V ⊗d ↶ C[Sd].
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双加群 V ⊗d は有限次元左加群圏の間の関手を引き起こす：
Fn,d : C[Sd]-modfd → U(sln+1)-modfd; M 7→ V ⊗d ⊗C[Sd] M.

この関手の振舞いは非常に良い．よく知られているように C[Sd]の既約表現（の同型類）は dの分割によっ
て，U(sln+1)の有限次元既約表現（の同型類）は長さ n以下の分割によってそれぞれ適切にラベルされる．関
手 Fn,d は長さ n以下の dの分割をラベルに持つ C[Sd]の既約表現を同じラベルを持つ U(sln+1)の既約表現
に送り，それ以外の既約表現を 0に送ることが知られている．有限次元加群圏 C[Sd]-modfd, U(sln+1)-modfd

がともに半単純であることを踏まえると，これは関手 Fn,d が，すべての組成因子が長さ n以下の dの分割で
ラベルされるような表現全体のなす C[Sd]-modfd の充満部分圏上で充満忠実であることを主張している．ま
た，dに関して直和をとって得られる関手

Fn :=
⊕
d

Fn,d :
⊕
d

C[Sd]-modfd → U(sln+1)-modfd

はモノイダルであることが構成からすぐにわかる．ここで，左辺には放物型部分群からの誘導 M �M ′ :=

C[Sd+d′ ] ⊗C[Sd×Sd′ ]
(M ⊠M ′) によってモノイダル圏の構造を入れる．関手 Fn がモノイダルであるとは，

具体的には Fn,d+d′(M �M ′) = Fn,d(M)⊗ Fn,d′(M ′)が成り立つことである．

2.2 量子アフィン化
引き続き，自然数の組 (n, d)を固定する．古典的 Schur-Weyl双対性において，U(sln+1)および C[Sd] を
それぞれの量子アフィン化に置き換えて得られるのが量子アフィン Schur-Weyl双対性であり，以下これを説
明する．本稿を通して，量子化のパラメータ q ∈ C× は 1の冪根でないとする．
まず，U(sln+1)の量子アフィン化は，アフィン Lie代数 ŝln+1 の量子包絡代数 U ′

q(ŝln+1) であり，量子ア
フィン代数とも呼ばれる．これは Chevalley型の生成元 ei, fi, k

±1
i (i ∈ {0, 1, · · · , n})と関係式によって定義

される C上の Hopf代数である*1．余積 ∆ : U ′
q(ŝln+1)→ U ′

q(ŝln+1)⊗ U ′
q(ŝln+1)は

∆(ei) = ei ⊗ k−1
i + 1⊗ ei, ∆(fi) = fi ⊗ 1 + ki ⊗ fi, ∆(ki) = ki ⊗ ki

と定義され，特に非余可換である．元 C := k0k1 · · · knは U ′
q(ŝln+1) の中心に属する．本稿では中心元 C の作

用が 1であるような量子アフィン代数 U ′
q(ŝln+1)の表現（=レベル 0表現）のみを考える．例えば，U ′

q(ŝln+1)

の有限次元表現はすべてレベル 0表現であることが知られている．したがって，U ′
q(ŝln+1)の代わりに対応する

商代数 Uq(Lsln+1) := U ′
q(ŝln+1)/〈C − 1〉 を考えてもよい．これはループ Lie代数 Lsln+1 := sln+1⊗C[z±1]

の普遍包絡代数の q 変形とみなすことができるので，量子ループ代数と呼ばれる．
ベクトル空間 V := V ⊗C[z±1] に量子ループ代数 Uq(Lsln+1) の作用を入れて，sln+1 のベクトル表現 V の
量子アフィン化が得られる．Chevalley生成元の作用は，{ui}n+1

i=1 を V = Cn+1 の標準基底，a(z) ∈ C[z±1]

とし，添え字 i, j はすべて剰余環 Z/(n+ 1)Zの元とみなした上で，次で与えられる：

ei(uj ⊗ a(z)) = δi,j−1uj−1 ⊗ zδi0a(z),

fi(uj ⊗ a(z)) = δijuj−1 ⊗ z−δi0a(z),

ki(uj ⊗ a(z)) =


qui ⊗ a(z) if i = j;

q−1uj ⊗ a(z) if i = j + 1;

uj ⊗ a(z) else.

*1 ここではいわゆる degree operator qd は考えない．



他方，C[Sd] の量子アフィン化は GLd 型のアフィン Hecke 環 Haff
d (q) である．これは，GLd のアフィン

Weyl群 Zd ⋊Sd の群代数 C[Zd ⋊Sd]の q 変形であり，生成元 Tk (1 ≤ k < d), X±1
k (1 ≤ k ≤ d) と関係式

(Tk + 1)(Tk − q) = 0, TkTk+1Tk = Tk+1TkTk+1,
TkTj = TjTk (|k − j| > 1), XkXj = XjXk,
TkXkTk = qXk+1, TkXj = XjTk (j 6= k, k + 1),

で定義される C 代数である．ここで q 7→ 1, Tk 7→ sk （ただし sk は k と k + 1 の互換）とすれば，確かに
C[Zd ⋊Sd]の関係式が得られる．アフィン Hecke環 Haff

d (q)の有限次元既約表現（の同型類）は多重セグメ
ントと呼ばれる組み合わせ論的対象でラベルづけられることがよく知られている (Zelevinsky [19])．
量子アフィン Schur-Weyl 双対性においては，Uq(Lsln+1) の表現 V の d 次テンソル冪 V⊗d にアフィン

Hecke 環 Haff
d (q−2) の右作用を入れて，(Uq(Lsln+1),H

aff
d (q−2)) 双加群を構成する．以下，k 番目のテン

ソル成分 V = V ⊗ C[z±1] における変数 z を zk と書いて，V⊗d = V ⊗d ⊗ C[z±1
1 , . . . , z±1

d ] と同一視する．
Lie 代数の時とは違い，余積 ∆ は非余可換であるから，テンソル成分の置換は Uq(Lsln+1) 作用と可換でな
い．それに代わるものとして Uq(Lsln+1) 準同型 R : V⊗2 → V⊗2 で，各 a(z1, z2) ∈ C[z±1

1 , z±1
2 ] に対して

R ◦ a(z1, z2) = a(z2, z1) ◦ R を満たすものを考えよう．これを R行列と呼ぶ．しかし，以上の条件だけでは
不定性が残るので，正規化条件 R(u1 ⊗ u1) = u1 ⊗ u1 も課す．すると，Rは次のように一意的に決まること
が直接計算で確かめられる：

R(ui ⊗ uj) :=


ui ⊗ ui i = j;
q(z1/z2−1)
z1/z2−q2 uj ⊗ ui +

1−q2

z1/z2−q2ui ⊗ uj i < j;
q(z1/z2−1)
z1/z2−q2 uj ⊗ ui +

(1−q2)z1/z2
z1/z2−q2 ui ⊗ uj i > j,

ただし，この表式から分かるように，正規化された R行列は z1/z2 = q2 に 1位の極を持つ．特に，そのまま
では V⊗2 上の自己線形写像として well-definedでないので注意する必要がある．
さて，V⊗d 上にアフィン Hecke環Haff

d (q−2) の右作用を正規化された R行列を用いて以下のように定義で
きる：

Xk 7→ zk, Tk 7→
q−2zk/zk+1 − 1

zk/zk+1 − 1
Rk,k+1 −

1− q−2

zk/zk+1 − 1
id.

ただし，ここで Rk,k+1 := id⊗(k−1) ⊗ R ⊗ id⊗(d−k−1) とする．このように与えられる Tk の作用が V⊗2 上
の自己線形写像として well-definedであることは非自明であるが，今の場合は R行列の形が具体的にわかっ
ているので少しの計算でチェックできる．この Haff

d (q−2)作用は Uq(Lsln+1)作用と可換であり，結果として
V⊗d は (Uq(Lsln+1),H

aff
d (q−2))双加群をなす：

Uq(Lsln+1) ↷ V⊗d ↶ Haff
d (q−2).

古典的 Schur-Weyl双対性の時と同様，以下の性質が示される．

定理 2.1 (Chari-Pressley [2]). 双加群が誘導する有限次元加群圏の間の関手

Fn,d : Haff
d (q−2)-modfd → Uq(Lsln+1)-modfd; M 7→ V⊗d ⊗Haff

d (q−2) M

について以下の事実が成り立つ．

(1) 関手Fn,d は，すべての組成因子が長さ n以下のセグメントからなる多重セグメントをラベルに持つ既
約表現に同型であるような表現全体のなす Haff

d (q−2)-modfd の充満部分圏上で充満忠実である．



(2) 直和⊕
d Fn,d :

⊕
d H

aff
d (q−2)-modfd → Uq(Lsln+1)-modfd はモノイダル関手である．ただし，左辺

のモノイダル圏構造は放物型部分環 Haff
d (q−2)⊠Haff

d′ (q−2) ⊂ Haff
d+d′(q−2)からの誘導で定める．

注意 2.2. (2) のモノイダル性は構成からほとんど明らかである．(1) については，古典的 Schur-Weyl 双対
性の場合と異なり，加群圏Haff

d (q)-modfd, Uq(Lsln+1)-modfd がともに半単純でないことに注意を要する．特
に，既約表現の行き先を見ただけでは関手の充満忠実性を結論できない．

3 Dynkin箙型量子アフィン Schur-Weyl双対性
この節では Kang-柏原-Kim [10] による Dynkin 箙型量子アフィン Schur-Weyl 双対性について，特に双
加群の代数的な構成と関手の性質について説明しよう．X = A,D,E のいずれかとし，Q = (I,Ω) を Xn 型
Dynkin 図形の各辺に向きを与えて得られる Dynkin 箙とする．ここで I := {1, 2, . . . , n} は頂点の集合，Ω

は矢の集合を表す．また，{αi}i∈I をXn 型 Lie代数 gの単純ルートの集合，Q+ :=
∑

i∈I Nαi を単純ルート
の生成する自由可換モノイドとする．
前節で最初に固定したデータ (n, d)の代わりに，ここではDynkin箙Qと単純ルートの和 β =

∑
i∈I diαi ∈

Q+ の組 (Q, β)から出発する．配役は次のように変わる：

Uq(Lsln+1) ⇝ Xn 型の量子ループ代数 Uq(Lg)；
Haff

d (q) ⇝ (Q, β)に付随する箙 Hecke環（の完備化）ĤQ(β)．

Kang-柏原-Kim [10] では，道代数 CQの Auslander-Reiten箙のデータを用いて適切な Uq(Lg)加群 V̂ ⊗β を
用意し，そこへの ĤQ(β)作用を正規化された R行列を用いて，「条件」付きで構成した．「条件」については
3.2節で詳しく述べるが，R行列の極の位数に関するものであり，ĤQ(β)作用が well-definedであることを示
すために必要であった．Kang-柏原-Kim はこの「条件」が常に正しいことを予想とし，X = A,Dの場合には
証明を与えた．残りの X = Eの場合についてはしばらく未解決であったが，最近 Oh-Scrimshaw [16] および
筆者 [5] によって証明された．いずれにせよ，実際に双加群

Uq(Lg) ↷ V̂ ⊗β ↶ ĤQ(β)

は構成でき，これは通常の量子アフィン Schur-Weyl双対性と同様に非常に良い性質を示す．

定理 3.1 (Kang-柏原-Kim [10]). 双加群が誘導する有限次元加群圏の間の関手

FQ,β : ĤQ(β)-modfd → Uq(Lg)-modfd; M 7→ V̂ ⊗β ⊗ĤQ(β) M

について以下の事実が成り立つ．

(1) 関手FQ,β は完全であり，ĤQ(β)の各既約表現を Uq(Lg)の互いに非同型な有限次元既約表現に送る．
(2) 直和FQ :=

⊕
β∈Q+ FQ,β :

⊕
β∈Q+ ĤQ(β)-modfd → Uq(Lg)-modfd はモノイダル関手である．ただ

し，左辺のモノイダル圏構造は放物型部分環 ĤQ(β)⊠ ĤQ(β
′) ⊂ ĤQ(β + β′) からの誘導で定める．

定理 3.2 (F. [4], [5]). 関手FQ,β は充満忠実である．

以下，やや細かい注意を述べる．



注意 3.3. Kang-柏原-Kimの定理 3.1(1)は実はもっと強い主張である．それを説明するためには，Hernandez-

Leclerc の研究 [8] に言及する必要がある．Hernandez-Leclerc [8] は，各 Dynkin 箙 Q に対して良いモノイ
ダル部分圏 CQ ⊂ Uq(Lg)-modfd を定義し，その Grothendieck環 K0(CQ)が gに付随する極大冪単群 N の
座標環 C[N ] に同型であり，既約表現のクラスが双対標準基底 (dual canonical basis) に対応することを示
した．この圏 CQ はモノイダル構造と整合的なブロック分解 CQ =

⊕
β∈Q+ CQ,β を持つ．Kang-柏原-Kimが

実際に証明したことは，各 β に対して関手FQ,β がブロック CQ,β に値をとり，それが Grothendieck群の同
型K0(ĤQ(β)-modfd) ∼= K0(CQ,β)を導くことであった．尚，この事実と定理 3.2 の主張を合わせると，関手
FQ,β が圏同値 ĤQ(β)-modfd ' CQ,β を導くことが分かる．

注意 3.4. 注意 2.2で述べたのと同様に，今の場合に加群圏は半単純でないので，既約表現の行き先を見ただ
けでは関手の充満忠実性を結論できない．定理 3.2には今のところ 2通りの証明が知られている．ひとつは両
方の加群圏にアフィン最高ウェイト構造と呼ばれるホモロジー代数的構造を見出しそれらを比較する方法 [4]，
もうひとつは 4節で説明する双加群 V̂ ⊗β の幾何学的実現を用いる方法 [5]である．

以下に続く節 3.1, 3.2では双加群 V̂ ⊗β の構成についてもう少し具体的に説明する．

3.1 箙 Hecke環
箙 Hecke環 HQ(β)は量子群の圏論化の文脈において GL型アフィン Hecke環の一般化とみなすべき次数
付き代数であり，Khovanov-Lauda [14]および Rouquier [17] によって導入された．KLR代数とも呼ばれる．
箙 Hecke環の構造について少し詳しく述べておく．固定した β =

∑
i∈I diαi ∈ Q+ に対して d :=

∑
i∈I di

とし，有限集合 Iβ := {i = (i1, . . . , id) ∈ Id | αi1 + · · · + αid = β} を考える．Iβ には対称群 Sd が成
分の入れ替えで推移的に作用することに注意しておく．箙 Hecke 環 HQ(β) は 3 種類の生成元 e(i) (i ∈
Iβ), xk (1 ≤ k ≤ d), τk (1 ≤ k < d) と関係式で定義される C 代数である．生成元 e(i) は互いに直交する
冪等元であり 1を分割する，すなわち e(i)e(i′) = δi,i′e(i),

∑
i∈Iβ e(i) = 1 を満たす．生成元 xk は互いに可

換かつ e(i)とも可換である．この 2種類の生成元 e(i), xk は多項式環の Iβ 直和と同型な HQ(β)の部分代数⊕
i∈Iβ C[x1, . . . , xd]e(i) を生成する．生成元 τk は関係式 e(i)τk = τke(sk · i)や組みひも関係式に似た関係式

を満たし，アフィン Hecke環における生成元 Tk と同じような役割を果たす．HQ(β)のほかの定義関係式は
やや複雑なのでここでは省略する．HQ(β)は左および右 C[x1, . . . , xd]加群として自由であり，対称群の各元
w ∈ Sd の最短表示 w = si1 · · · sil を固定した上で τw := τi1 · · · τil とおくと，{e(i)τw}i∈Iβ ,w∈Sd

がその自由
基底を与えることが知られている (cf. Khovanov-Lauda [14])．すなわち

HQ(β) =
⊕

i∈Iβ ,w∈Sd

C[x1, . . . , xd]e(i)τw =
⊕

i∈Iβ ,w∈Sd

τwe(i)C[x1, . . . , xd].

また，箙 Hecke環は次数付き代数の構造 HQ(β) =
⊕

m∈Z HQ(β)m を持つ．次数は下に有界であることが
知られており，したがって次数に関する完備化 ĤQ(β) :=

∏
m∈Z HQ(β)m も自然に代数になる．これは上の

基底表示で言えば，単に多項式環を形式的冪級数環に置き換えて得られるものである：

ĤQ(β) =
⊕

i∈Iβ ,w∈Sd

C[[x1, . . . , xd]]e(i)τw =
⊕

i∈Iβ ,w∈Sd

τwe(i)C[[x1, . . . , xd]].

箙 Qが An 型の単調箙 Q = (1→ 2→ · · · → n)のとき，代数 ĤQ(β)はアフィン Hecke環 Haff
d (q)の適当

な中心完備化と同型になることが知られている (Brundan-Kleshchev [1])．通常の量子アフィン Schur-Weyl



双対性は，完備化の後この同型を介してこの場合の Dynkin 箙型量子アフィン Schur-Weyl 双対性と一致す
る．その意味でも Dynkin箙型量子アフィン Schur-Weyl双対性が通常の量子アフィン Schur-Weyl双対性の
一般化であると考えるのは自然である．

3.2 Kang-柏原-Kimによる双加群 V̂ ⊗β の構成
まず，Dynkin箙Qの高さ関数 ξ，すなわち写像 ξ : I → Z; i 7→ ξiであって，各 h ∈ Ωに対して ξh′ = ξh′′+1

を満たすものをひとつ固定する．ただし，矢 h ∈ Ω の始点と終点をそれぞれ h′, h′′ ∈ I と書く．高さ関数 ξ

は定数関数を加える不定性を除けば箙 Qから一意的に定まり，その不定性は例えば Uq(Lg)の自己同型に吸
収できてしまうので以下の構成において本質的でない．
次に，R+ ⊂ Q+ を正ルートの集合とし，箙 Qの道代数 CQの Auslander-Reiten箙のデータを反映した写
像 φ : R+ ↪→ I × Zをつくる．それは例えば下の例 3.5ような格好をしている．ただし，そこにおいて矢印は
CQ の Auslander-Reiten 箙における矢を表し，破線矢印は Auslander-Reiten 変換（あとで述べる Coxeter

元 cの作用）に対応する．

例 3.5. A3 型の場合．R+ = {α1, α2, α3, (α1 + α2), (α2 + α3), (α1 + α2 + α3)} である．

(1) Q = (1→ 2→ 3)で高さ関数が (ξ1, ξ2, ξ3) = (2, 1, 0)であるとき，φは下図のようになる．

α3 α2 α1

α2 + α3 α1 + α2

α1 + α2 + α3

7→
φ

(1,−2) (1, 0) (1, 2)

(2,−1) (2, 1)

(3, 0)

(2) Q = (1→ 2← 3)で高さ関数が (ξ1, ξ2, ξ3) = (2, 1, 2)であるとき，φは下図のようになる．

α2 + α3 α1

α2 α1 + α2 + α3

α1 + α2 α3

7→
φ

(1, 0) (1, 2)

(2,−1) (2, 1)

(3, 0) (3, 2)

一般には次のように定義する．まず，全順序 I = {i1, i2, . . . , in}を，ξi1 ≥ ξi2 ≥ · · · ≥ ξin を満たすように
選び，gのWeyl群W の Coxeter元 c := ri1ri2 · · · rin を定める．ここで，ri ∈W は i ∈ I に付随する単純鏡
映である．Coxeter 元 cは全順序の選び方には依らず，向き付け Ωだけから決まることが知られている．さ
らに各 i ∈ I に対して，正ルート γi =

∑
j αj ∈ R+ を，Qにおいて j から iに向かう経路が存在するような j

に対応する単純ルート αj たちの和として定義する．このとき，各 α ∈ R+ に対して i ∈ I と整数 0 ≤ m < h

（ただし hは Coxeter数）で α = cm(γi)を満たすものがただひとつ存在することが分かり，これらを用いて
φ(α) := (i, ξi − 2m)と定義する．
通常の量子アフィン Schur-Weyl 双対性では Uq(Lsln+1) の表現 V = V ⊗ C[z±1] を用いて双加群 V⊗d

を構成した．Dynkin 箙型の場合には表現 V の代わりに，各 i に付随する基本ウェイト $i の大域 Weyl

加群 W($i) と呼ばれる Uq(Lg) 加群の族を用いる．X = A, i = 1 の時 W($1) = V であるという意味



で，これは表現 V の一般化である．一般に，標準的な同型 EndUq(Lg)(W($i)) ∼= C[z±1] があり，W($i)

は C[z±1] 加群として有限生成自由であるという点も V と同様である．また，各 i, j ∈ I に対して R 行列
Rij : W($i)⊗W($j)→W($j)⊗W($j) を V⊗2 の時と同様に考えることができ，正規化条件を課せば比
z1/z2 に関して極を持つことを許した上で一意的に決まる．
さて，以上の準備の下で双加群 V̂ ⊗β の構成を説明する．固定した i ∈ I に対して，φ(αi) = (j, p) ∈ I × Z
として，大域Weyl加群W($j)の z = ai := qp における完備化 V̂i := W($j) ⊗C[z±1] C[[z − ai]]を考える．
そして左 Uq(Lg)加群として V̂ ⊗β を

V̂ ⊗β :=
⊕

i=(i1,i2,...,id)∈Iβ

V̂i1⊗̂V̂i2⊗̂ · · · ⊗̂V̂id

と定義する*2．ここへの箙 Hecke環 ĤQ(β)の右作用を以下で定める：

v · e(i′) = δi,i′v (3.1)

v · xk = (a−1
ik

zk − 1)v (3.2)

v · τk =


(a−1

ik
zk − a−1

ik+1
zk+1)

−1(Ri
k(v)− v) if ik = ik+1,

(a−1
ik

zk+1 − a−1
ik+1

zk)R
i
k(v) if ik ← ik+1 in Q,

Ri
k(v) else,

(3.3)

ただし，v ∈ V̂i1⊗̂V̂i2⊗̂ · · · ⊗̂V̂id , i = (ii, i2, . . . , id)であるとし，k番目のテンソル成分に作用する zを zk と書
いた．また，正規化されたR行列を用いてRi

k := id⊗(k−1)⊗Rik,ik+1⊗ id⊗(d−k−1) とした．式 (3.1)は冪等元
e(i)が i直和成分への射影として作用することを意味する．また，箙Hecke環の定義関係式 e(i)τk = τke(sk ·i)
から τk の作用は V̂ ⊗β の i直和成分を (sk · i)直和成分へ写さなければならないことにも注意する．
先に述べたように，正規化された R行列は極を持つので，式 (3.3)で与えられた τk の作用が well-defined

であることは自明でない．Kang-柏原-Kimは，それを保証するためには次の予想が正しいことをチェックす
れば十分であることを示した．

予想 3.6 (Kang-柏原-Kim [10] Conjecture 4.3.2). 各 i1, i2 ∈ I に対し，φ(i1) = (j1, p1), φ(i2) = (j2, p2)と
おく．このとき正規化された R行列 Rj1,j2 が点 qp2−p1(= ai2/ai1)に持つ極の位数は高々 1である．

この予想はすでに正しいことが証明されている．まず X = A,D の場合は，Kang-柏原-Kim [10]において
正規化された R行列の分母公式が明示的に計算された．X = Eの時は基本表現が大きいために R行列の分母
の計算がすぐにはできず，しばらく未解決であったが，Oh-Scrimshaw [16]が計算機を用いて正しいことを確
かめた．一方，筆者の研究 [5]では，明示的に R行列の分母を計算するのではなく，双加群を幾何学的に実現
するという別のアプローチを介して ADEのすべての場合に統一的な証明を得た．次節ではこの幾何学的実現
について説明する．

4 幾何学的構成
ここでは 2節で説明した量子アフィン Schur-Weyl双対性および 3節で説明した Dynkin箙型量子アフィン

Schur-Weyl双対性の幾何学的実現について説明する．

*2 詳細は省くが，⊗̂は通常のテンソル積をさらに完備化して定義する．



4.1 同変K 群を用いた双加群のレシピ
まず一般的な設定で双加群の幾何学的構成のアイデアを述べよう．尚，ここで説明する内容の参考文献とし
て [3]を挙げておく．最初に記号を導入する．基礎体は常に複素数体 Cとする．G多様体 X，すなわち線形
代数群 Gの代数的作用を持つ準射影的代数多様体X に対して，その G同変K 群（の複素化）をKG(X) :=

K0(Coh
G(X))⊗Z Cと書く．KG(X)は自然に Gの表現環 R(G) := K0(RepG)⊗Z C = KG(pt)上の加群と

なる．本稿で実際に扱うのは Gがいくつかの GLm(C)の直積の場合のみである．特に G = GLm(C)のとき
は，標準的に R(G) = C[X±1

1 , . . . , X±1
m ]Sm である．

いま，非特異 G 多様体 M1,M2,M3 と閉部分 G 多様体 Z12 ⊂ M1 ×M2, Z23 ⊂ M2 ×M3 を考える．
(i, j) = (1, 2), (2, 3), (1, 3) に対して，pij : M1 ×M2 ×M3 → Mi ×Mj を対応する成分への射影として，
Z12 ◦Z23 := p13(p

−1
12 (Z12)∩ p−1

23 (Z23)) ⊂M1×M3 と定義する．これは Z12, Z23 としてG同変射 f : M2 →
M1, g : M3 → M2 のグラフ Graph(f) := {(f(x), x)} ⊂ M1 ×M2,Graph(g) := {(g(x), x)} ⊂ M2 ×M3

をとったときに，Graph(f) ◦ Graph(g) = Graph(f ◦ g) となることを踏まえた記号である．ここでさらに
p13 : p−1

12 (Z12) ∩ p−1
23 (Z23)→ Z12 ◦ Z23 が固有射であると仮定すると，同変K 群における畳み込み積

KG(Z12)⊗R(G) K
G(Z23)

∗−→ KG(Z12 ◦ Z23); [F ] ∗ [E ] := [p13∗(p
∗
12F ⊗L

M1×M2×M3
p∗23E )]

が定義できる．畳み込み積はしかるべき結合律を満たす．特に Z12 ◦ Z12 = Z12 なるとき，KG(Z12)は畳み
込み積に関して R(G)代数になる．さらに加えて Z12 ◦ Z23 = Z23 も成り立つなら，KG(Z23)は畳み込み積
によって左KG(Z12)加群となる．
さて，i = 1, 2に対して，非特異 G多様体Mi から G多様体 N への G同変固有射 πi : Mi → N が与えら

れているとしよう：

M1 M2

N

π1 π2

このとき，各 i = 1, 2に対して，ファイバー積 Zi := Mi ×N Mi ⊂ Mi ×Mi は Zi ◦ Zi = Zi を満たし，さ
らに Z1 ◦ (M1 ×N M2) = M1 ×N M2 = (M1 ×N M2) ◦ Z2 も成り立つ．ゆえに，前段落の構成を適用して，
KG(Z1),K

G(Z2)はともに畳み込み積に関して R(G)代数であり，KG(M1 ×N M2)は畳み込み積に関して
(KG(Z1),K

G(Z2))双加群をなすことが分かる：

KG(Z1) ↷ KG(M1 ×N M2) ↶ KG(Z2).

以下では，このレシピを具体的な設定に適用する．

4.2 量子アフィン Schur-Weyl双対性の幾何学的実現
ここでは Ginzburg-Reshetikhin-Vasserot [6] による量子アフィン Schur-Weyl双対性の幾何学的実現につ
いて述べる．自然数の組 (n, d)を固定する．以下の図式に対して 4.1節のレシピを適用する：

Mn,d Fd = T ∗Bd

Nd

π µ



記号の意味をひとつずつ説明する．Nd := {x ∈ End(Cd) | xd = 0} は d× d冪零行列の全体であり，

Bd := {F • = (Cd = F 0 ⊋ F 1 ⊋ · · · ⊋ F d = 0) | F i は部分ベクトル空間 }

は Cd における旗全体のなす多様体（GLd(C)の旗多様体）である．旗多様体の余接束 Fd := T ∗Bd は

Fd = {(F •, x) ∈ Bd ×Nd | x(F k−1) ⊂ F k, 1 ≤ ∀k ≤ d}.

と思うことができて，µ(F •, x) = xは Springer特異点解消である．一方，左側のMn,d は長さ n+ 1以下の
部分旗のなす多様体 Bn,d の余接束である．すなわち

Bn,d := {F • = (Cd = F 0 ⊃ F 1 ⊃ · · · ⊃ Fn+1 = 0 | F i は部分ベクトル空間 },
Mn,d := T ∗Bn,d = {(F •, x) ∈ Bn,d ×Nd | x(F k−1) ⊂ F k, 1 ≤ ∀k ≤ n+ 1},

であって π(F •, x) = xである．多様体Mn,d は An 型の箙多様体としても実現できる．以上の各多様体には
群 GLd(C)が自然に作用する．加えて，1次元トーラス C× が Nd 部分へ C× 3 t : x 7→ t2xで作用する．こ
のとき，π1, π2 はともに Gd := GLd(C)× C× 作用に関して同変な固有射である．
以下，q ∈ C× は 1の冪根でないと仮定する．標準的に R(C×) = C[v±1] =: Aとみなし，Cを v 7→ q とい
う特殊化によって A加群とみなす．

定理 4.1 (Kazhdan-Lusztig [13], Ginzburg, cf. [3]). Zd := Fd ×Nd
Fd とおく（Steinberg多様体）．このと

き，C代数の同型 Haff
d (q−2) ∼= KGd(Zd)⊗A Cが存在する．

定理 4.2 (Ginzburg-Vasserot [7]). Zn,d := Mn,d ×Nd
Mn,d とおく．このとき，C 代数の準同型 Φ :

Uq(Lsln+1)→ KG(Zn,d)⊗A Cが存在する．

定理 4.3 (Ginzburg-Reshtikhin-Vasserot [6]). 同型 V⊗d ∼= KGd(Mn,d ×Nd
Fd)⊗A Cであって，次の図式

を可換にするようなものが存在する：

Uq(Lsln+1) //

Φ

��

End
(
V⊗d

)
∼=
��

Haff
d (q−2)oo

∼=
��

KGd(Zn,d)⊗A C // End
(
KGd(Mn,d ×Nd

Fd)⊗A C
)

KGd(Zd)⊗A C,oo

ただし，水平の矢印はそれぞれの双加群構造を表す．

4.3 Dynkin箙型量子アフィン Schur-Weyl双対性の幾何学的実現
最後に，Ginzburg-Reshetikhin-Vasserot の構成をまねて，Dynkin 箙型量子アフィン Schur-Weyl 双対性
の幾何学的実現が得られることを説明する．Xn 型 Dynkin箙 Q = (I,Ω)と元 β =

∑
i∈I diαi ∈ Q+ からな

る組 (Q, β)を固定する．以下の図式に対して 4.1節のレシピを適用する：

M•
β Fβ

M•
0,β
∼= Eβ

π µ



記号の意味を説明する．まず各 i ∈ I に対して di 次元ベクトル空間Di = Cdi を固定し，I で次数付けられ
たベクトル空間 D :=

⊕
i∈I Di を考える．また，前と同じように d :=

∑
i∈I di = dimD とする．このとき，

多様体 Eβ ,Bβ ,Fβ をそれぞれ次のように定義する：

Eβ :=
⊕
h∈Ω

Hom(Dh′ , Dh′′),

Bβ := {F • = (D = F 0 ⊋ F 1 ⊋ · · · ⊋ F d = 0) | F k は I 次数付き部分ベクトル空間 },
Fβ := {(F •, x) ∈ Bβ × Eβ | x(F k−1) ⊂ F k, 1 ≤ ∀k ≤ d}.

各多様体上に群 Gβ :=
∏

i∈I GL(Di) が自然に作用し，固有射 µ : Fβ → Eβ ; (F
•, x) 7→ x は Gβ 同変にな

る*3．一方で図式の左側は適当なパラメータから構成した次数付き箙多様体（M•
β は非特異，M•

0,β はアフィ
ン）とその間の自然な固有射 π : M•

β →M•
0,β である．次数付き箙多様体は通常の箙多様体に作用する適当な

1次元トーラスに関する固定点部分として得られる．本当は，これら次数付き箙多様体M•
β，M•

0,β を定義する
際に 3.2節で定義した写像 φ : R+ ↪→ I ×Z を用いる（つまり CQの Auslander-Reiten箙の情報を盛り込む）
のだがここでは省略する．多様体M•

β，M•
0,β にも群 Gβ の作用がしかるべく定義され，π が Gβ 同変となる．

さて，我々の構成の鍵は次の事実である．

定理 4.4 (Hernandez-Leclerc [8]). Gβ 多様体としての同型M•
0,β
∼= Eβ が存在する（以下両者を同一視する）．

これにより，ファイバー積M•
β ×Eβ

Fβ を構成することが可能となる．

例 4.5. Qが An 型の単調箙 Q = (1→ 2→ · · · → n)の時に π : M•
β →M•

0,β がどうなるか説明しよう．3.2

節でやったように，高さ関数 ξ : I → Zを ξi := n − iととって写像 φ : R+ ↪→ I × Zが決めると，今の場合
φ(αi) = (1, n+ 1− 2i)となる（例 3.5(1)を参照）．これを見て pi := n+ 1− 2iとおく．β =

∑
i∈I diαi と

して，群の埋め込み ρ : C× ↪→ Gd を

ρ(t) := (tp1Idd1 ⊕ tp2Idd2 ⊕ · · · ⊕ tpnIddn , t) ∈ Gd = GLd(C)× C×

と定義する．このとき，前小節で用いた An 型の箙多様体 π : Mn,d → Nd から 1 次元トーラス ρ(C×)

に関する固定部分をとったものがこの場合の次数付き箙多様体 π : M•
β → M•

0,β である．すなわち，
M•

β = (Mn,d)
ρ(C×),M•

0,β = (Nd)
ρ(C×) である．ここで，Di := {v ∈ Cd | ρ(t)v = tpiv, ∀t ∈ C×}とおけば

dimDi = di であり，(Nd)
ρ(C×) =

⊕n−1
i=1 Hom(Di, Di+1) = Eβ となることが容易に確認できる．

尚，さらに今の場合は (Fd)
ρ(C×) ∼= Fβ も成り立っている．同変K 群の局所化定理 (cf. [3, 5.10])を踏まえ

れば，これと定理 4.1および下の定理 4.6からアフィン Hecke環の中心完備化が箙 Hecke環の完備化と同型
になることの幾何学的解釈が得られる．また同様に，以上の考察は定理 4.3と下の定理 4.8と合わせて，この
場合の Dynkin箙型 Schur-Weyl双対性が通常の量子アフィン Schur-Weyl双対性の完備化として得られるこ
との幾何学的解釈を与える．

以下，同変K 群KG(X)をイデアル Ker (dim : R(G)→ C; [V ] 7→ dimV ) ⊂ R(G) が定める位相に関して
完備化したものを K̂G(X)と書く．

定理 4.6 (Varagnolo-Vasserot [18]). Zβ := Fβ×Eβ
Fβ とおく．このとき C代数の同型 ĤQ(β) ∼= K̂Gβ (Zβ)

が存在する．

*3 この多様体 Fβ は Lusztigによって量子群の標準基底 (canonical basis)を構成する際に導入された．



定理 4.7 (中島 [15]). Z•
β := M•

β ×Eβ
M•

β とおく．このとき，C代数の準同型 Φ̂β : Uq(Lg)→ K̂Gβ (Z•
β)が

存在する．

定理 4.8 (F. [4], [5]). 以上の記号の下で次の事実が成立する．

(1) 同型 V̂ ⊗β ∼= K̂Gβ (M•
β ×Eβ

Fβ) であって，次の図式を可換にするようなものが存在する：

Uq(Lg) //

Φ̂β

��

End
(
V̂ ⊗β

)
∼=
��

ĤQ(β)oo

∼=

��
K̂Gβ (Z•

β)
// End

(
K̂Gβ (M•

β ×Eβ
Fβ)

)
K̂Gβ (Zβ).oo

ただし，水平方向の矢印はそれぞれの双加群構造を表す．
(2) 双加群 K̂Gβ (M•

β ×Eβ
Fβ)は 2つの C代数 K̂Gβ (Z•

β)と K̂Gβ (Zβ)の間の森田同値を導く．
(3) 準同型 Φ̂β : Uq(Lg) → K̂Gβ (Z•

β) による引き戻しが有限次元加群圏の間に引き起こす関手 Φ̂∗
β :

K̂Gβ (Z•
β)-modfd → Uq(Lg)-modfd は充満忠実である．

関手FQ,β の充満忠実性（定理 3.2）はこの定理 4.8 の系として得られる．
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