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概要

Cautis-Williams [5] は一般線形群 GLn のアフィン Grassmann 多様体 GrGLn 上の同変偏屈連接層の

なすモノイダル圏が，ループ群 LSL2 のある冪単胞体の量子座標環の量子団代数としての圏化になってい

ることを示した．本稿では，これを承けてさらに既約偏屈連接層の類のなす同変 K 群の基底が量子座標環

の双対標準基底に対応すること証明した，Michael Finkelberg氏と筆者の共同研究 [6]について解説する．

1 はじめに

Gを複素簡約群，O := C[[z]] ⊂ K := C((z))を形式的冪級数環およびその商体とする．アフィンGrassmann

多様体 GrG = G(K)/G(O)は幾何学的 Langlandsプログラムにおいて重要な役割を演ずる無限次元多様体で

ある．特に，GrG上のG(O)同変偏屈（構成可能）層の圏PG(O)
const(GrG)には畳み込み積F ∗G := Rm∗(F ⊠̃G )

（ここで m : G(K) ×G(O) GrG → GrG は積写像）によってモノイダル圏の構造が入り，モノイダル圏として

Langlands双対群 G∨ の表現の圏と同値 PG(O)
const(GrG) ' Rep(G∨) であることが知られている（幾何学的佐武

対応）．

構成可能層の代わりに連接層を使っても類似の構成を考えることができ，その結果として同変偏屈連接層の

モノイダル・アーベル圏 PG(O)
coh (GrG)を得る [4]．偏屈構成可能層の圏 PG(O)

const(GrG) がアーベル圏として半単

純かつモノイダル圏として対称であったのと対照的に，偏屈連接層の圏 PG(O)
coh (GrG)はアーベル圏として非

半単純かつモノイダル圏として非対称である．一方で，それにも拘わらずその Grothendieck環であるところ

の同変 K 環 KG(O)(GrG)は可換環になることが知られている（例えば G = GLn(C)のときこれは A1 型箙

ゲージ理論に付随する K 理論的 Coulomb枝あるいは乗法的 zastava空間 †
◦
Zn

sl2
の座標環を与える）．このよ

うな性質を持つモノイダル・アーベル圏としては，ほかにアフィン量子群や GL型アフィン Hecke環（より

一般に箙 Hecke環）の有限次元加群圏が思い起こされる．そして，こうしたモノイダル・アーベル圏からはし

ばしば団代数のモノイダル圏化 (monoidal categorification)が得られる．

Cautis-Williams [5]は G = GLn(C)のときに偏屈連接層の圏 PG(O)
coh (GrG)がループ群 LSL2 の冪単胞体

Nwn の座標環に備わっている団代数構造のモノイダル圏化を与えることを証明した（実際にはより精密に，

ループ回転 C× の同変性も加味した圏 PG(O)⋊C×

coh (GrG) が量子冪単胞体 Aq(N
wn) の量子団代数構造のモノ

イダル圏化を与えることが示されている）．特にこれは全ての団単項式が既約偏屈連接層の類として実現され

ることを意味する．一方，量子冪単胞体 Aq(N
wn) は箙 Hecke 環の加群圏を用いた別のモノイダル圏化を持

つ（Kang-柏原-Kim-Oh [9] による）．したがって特に，全ての団単項式は Aq(N
wn) の双対標準基底 (dual
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canonical basis)にも含まれている．以上の状況を踏まえれば，同型 Aq1/2(N
wn) ∼= KGLn(O)⋊C×

(GrGLn)の

下で左辺の双対標準基底と右辺の既約偏屈連接層の類のなす基底が一致すると考えるのは自然であろう．そこ

で実際にそれを確かめたというのが本稿の主定理である．

2 量子団代数 An

自然数 nを固定し，q を量子化のパラメータ（不定元）とする．以下で与えられる 3つ組 ({Xk}2nk=1, B̃,Λ)

を初期量子種 (initial quantum seed) に持つ量子団代数 (quantum cluster algebra, cf. [2])を An と書く：

B̃ :=



0 −2 1

2 0 −2 1 0
−1 2 0 −2 1

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

−1 2 0 −2 1

0 −1 2 0 −2
−1 2 0

0 · · · 0 −1 2
0 · · · 0 −1


∈ Mat2n,2n−2(Z),

Λkℓ = −Λℓk := 2dk/2e(bk/2c − b`/2c), for 1 ≤ k ≤ ` ≤ 2n.

ここで，B̃ は交換行列であって，初期団変数 Xk のうち X2n−1, X2n は係数である．区別のために D0 :=

X2n−1, D1 := X2n とおく．量子団代数 An は量子トーラス

Z[q±1/2]〈X±1
k (1 ≤ k ≤ 2n) | XkXℓ = qΛkℓXℓXk〉

の部分 Z[q±1/2]代数であって，初期団 {Xk}2nk=1 から変異を繰り返し施して得られる全ての団変数によって生

成される．量子団代数 An に係数の逆元 D−1
0 , D−1

1 を添加して得られる代数を Aloc
n と書く．

一般に，量子団代数には全ての団変数を固定し，q1/2 と q−1/2 を交換する標準的な反対合 (anti-involution)

がある．本稿ではそれを ιと書く．量子団代数の元 xと yが q可換かつともに ι不変，すなわちある整数 λが

存在して xy = qλyxかつ ι(x) = x, ι(y) = y なるとき，元 x� y := qλ/2xy = y � x もまた ι不変となる．た

とえば量子団代数の任意の団 {xi}i∈J（J は添え字集合）に対して，団変数 xi たちは互いに q 可換かつ ι不変

であるから，特に �i∈J x
mi
i （ただし (mi) ∈ NJ ,N := Z≥0）という形の元も ι不変になる．本稿で団単項式

(cluster monomial)と言えば常にこのような形の，ι不変になるように正規化されたものを指すと約束する．

3 モノイダル圏化

量子団代数 An は 2つの異なるモノイダル圏による実現（量子団代数のモノイダル圏化）を持つ．

3.1 一般論

最初に量子団代数のモノイダル圏化の定義を一般の形で述べておこう．本稿で単にモノイダル圏 C といえ
ばそれは常に C線形アーベル圏の構造を併せ持ち，テンソル積関手 ⊗ : C × C → C が双完全であると仮定す
る．この仮定の下で Grothendieck群 K(C)は積 [X] · [Y ] := [X ⊗ Y ]に関して環をなす．また，さらに圏 C
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の各対象が有限長の組成列を持つことも仮定しておく．そうすれば Grothendieck環K(C)は既約対象の同型
類集合 Irr C を基底とする自由アーベル群をなす．
さらにモノイダル圏 C が Z 次数構造を持つとする．すなわちアーベル群 Z の圏 C への C 線形な作用

〈−〉 : Z → AutC(C) であって，(X〈m〉) ⊗ Y ∼= (X ⊗ Y )〈m〉 ∼= X ⊗ (Y 〈m〉) という自然同型が各 m ∈ Zと
X,Y ∈ C に対して存在する等の整合性条件を満たすものが与えられたとする．このとき Grothendieck 環

K(C)に q±1/2[X] := [X〈±1〉] によって Z[q±1/2]代数の構造が入る．加えて，各既約対象 S ∈ Irr C と任意の
m ∈ Z \ {0}について S 6∼= S〈m〉であると仮定すれば Grothendieck環K(C)は自由 Z[q±1/2]加群をなし，そ

の基底として商集合 Irr C/Zの任意の完全代表系がとれる．
加えて，圏 C 上に反対合，すなわち関手 I : C → Cop であって I ◦ I ' IdC かつ条件

I(X〈m〉) ∼= I(X)〈−m〉, I(X ⊗ Y ) ∼= I(Y )⊗ I(X)

がすべての m ∈ Z と X,Y ∈ C について成り立つものが与えられたとする．そして自己双対な既約同型類
の集合 Irr0 C := {[S] ∈ Irr C | I(S) ∼= S} が商集合 Irr C/Zの完全代表系を与えていると仮定する．これはつ
まり，各既約対象 S に対し I(S) が S のある偶数次シフトに同型であることを意味する．このとき関手 I は
Grothendieck環K(C)の反対合 [I]を引き起こし，[I]不変集合 Irr0 C はその Z[q±1/2]上の基底をなす．

定義 3.1 (cf. [8]). 以上の仮定をすべて満たす Z次数付きモノイダル圏 C とその上の反対合 Iの組 (C, I)が，
量子団代数 Aのモノイダル圏化であるとは，Z[q±1/2]代数の同型 ϕ : A → K(C)であって ϕ ◦ ι = [I] ◦ ϕを
満たし，かつ任意の団単項式を既約同型類に送るものが存在するときを言う：

A K(C)⋃ ⋃∼
ϕ

{ 団単項式 } Irr0 C.

注意 3.2. 一般に単射 ϕ : {団単項式 } ↪→ Irr0 C は全射でない．モノイダル圏 C の既約対象 S であってその自

乗 S⊗2 が再び既約になるものを特に実既約対象 (real simple object)と呼ぶ．団単項式の自乗は再び団単項式

になるので，部分集合 ϕ({団単項式 }) ⊂ Irr0 C は実既約同型類からなることに注意する．一般には，モノイ
ダル圏 C には実でない既約対象（これを虚既約対象 (imaginary simple object)と呼ぶ）が存在し得る．

注意 3.3. [5, 8, 9]などの文献ではモノイダル圏化の定義に反対合 Iの存在を課していない．しかし本稿では
特に量子団代数の良い基底について議論したいので，あえて反対合 Iをモノイダル圏化の定義に組み入れた．

3.2 箙 Hecke環による圏化

量子団代数 An はループ群 LSL2 のある冪単部分群 N(wn) の量子座標環に同型であり，A
(1)
1 型箙 Hecke

環の適切な加群圏によってモノイダル圏化される．以下このことをもう少し正確に述べよう．本節の内容は対

称型 Kac-Moody代数とそのWeyl群の元に対して成立する一般論を我々の場合に特殊化したものである．

Uq(n)Z を A
(1)
1 型量子包絡環 Uq(ŝl2) の上三角部分の整形式（Chevalley生成元の被除冪で Z[q±1]上生成さ

れる）とする．その制限双対 Aq(N) = Uq(n)
∨
Z は上三角部分に対応する (pro-)冪単群 N = exp(n) ⊂ LSL2

の座標環 C[N ]の量子化を与える．ウェイトによる自然な次数付け Aq(N) =
⊕

β∈Q+
Aq(N)β があることに

注意する．ここで α0, α1 を ŝl2 の単純ルートとして，Q+ = Nα0 + Nα1 とおいた．
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単純ルート α0, α1 に対応する単純鏡映をそれぞれ s0, s1 として，A
(1)
1 型 Weyl 群の長さ 2n の元 wn =

si1si2 · · · si2n := (s0s1)
n を考える．各 1 ≤ k ≤ 2n に対して βk := si1 · · · sik−1

(αik) = kα0 + (k − 1)α1

とおくと集合 {βk}2nk=1 は wn によって負ルートに写るような正ルート全体の集合である．Lusztig による

Uq(ŝl2) 上の組紐群作用を用いて双対ルートベクトル E(βk) ∈ Aq(N)βk
が定まる．これらによって生成

される部分 Z[q±1] 代数 Aq(N(wn)) := 〈E(β1), . . . , E(β2n)〉 ⊂ Aq(N) は有限次元冪単部分群 N(wn) =

N ∩wnN−w
−1
n ⊂ N（ただし N− ⊂ LSL2 は下三角冪単群）の量子座標環と思うことができる．木村 [10]に

よって，Z[q±1]代数 Aq(N(wn))は Aq(N)の双対標準基底から誘導される Z[q±1]基底 B(wn)を持つことが

分かっている．一方，箙 Hecke環の理論によって，量子冪単部分群 Aq(N(wn))は C上定義された A
(1)
1 型箙

Hecke環の次数付き有限次元加群のなす適切なモノイダル圏 Cwn
の Grothendieck環K(Cwn

)と同型になる．

このとき圏 Cwn の既約同型類は q 冪を除いて基底 B(wn)の元に対応することも知られている．

さて，形式的に q の平方根 q1/2 を付加して Aq1/2(N(wn)) := Aq(N(wn))⊗Z[q±1] Z[q±1/2]とおく．Geiß-

Leclerc-Schröer [7]は，Q(q1/2)代数の同型

An ⊗Z[q±1/2] Q(q1/2) ∼= Aq1/2(N(wn))⊗Z[q±1/2] Q(q1/2) (1)

を構成し，したがって量子冪単部分群が量子団代数の構造を持つことを示した．Kang-柏原-Kim-Oh [9]は圏

Cwn が量子団代数のモノイダル圏化を与えることを示し，この同型 (1)を精密化した：

定理 3.4 (Kang-柏原-Kim-Oh [9]). 次数付きモノイダル圏 Cwn
とその上の適切な反対合 Iは，定義 3.1の意

味で量子団代数 An のモノイダル圏化を与える．特に，次の可換図式がある：

An K(Cwn
) Aq1/2(N(wn))

∼ ∼

{団単項式 } Irr0 Cwn B(wn).
∼

⋃ ⋃ ⋃

注意 3.5. 箙 Hecke 環上の加群 M のベクトル空間としての双対 M⊛ に箙 Hecke 環の作用を適切に定める

ことで対合的反変関手 ⊛ : Cwn → Cop
wn
が定義される．これは量子群 Uq(n)

∨ の双対 bar-involuion に対応す

る．一方，量子群の双対 bar-involutionと量子団代数の反対合 ιは一致せず，ウェイト毎に q 冪でずれる．定

理 3.4の反対合 Iは関手 ⊛からこのずれを修正して得られる．またこのとき同じ理由により，定理 3.4にお

ける双対標準基底 B(wn)は厳密には ι不変になるように正規化されたものを考える必要がある．

以下，定理 3.4の同型を介して量子団代数 An と量子冪単部分群 Aq1/2(N(wn))をしばしば同一視する．こ

のとき係数 D0, D1 ∈ An を可逆にする量子冪単部分群 Aq1/2(N(wn)) の局所化は wn に付随する冪単胞体

(unipotent cell) Nwn := N ∩ B−wnB− の量子座標環 Aq1/2(N
wn) と同型であることが知られている [11]．

またこのとき，双対標準基底の局所化

B(wn)
loc := {b�D−ℓ0

0 �D−ℓ1
1 | b ∈ B(wn), `0, `1 ∈ N}

が量子冪単胞体 Aq1/2(N
wn) = Aloc

n の Z[q±1/2]基底を与えることも知られている．

3.3 アフィン Grassmann多様体 GrGLn 上の偏屈連接層による圏化

最初のように O := C[[z]] ⊂ K := C((z))とおく．GLn のアフィン Grassmann多様体は

GrGLn
:= GLn(K)/GLn(O) = (GLn(K)⋊C×)/(GLn(O)⋊C×)
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と定義される．ここで C× はループ回転の 4 重被覆，すなわち c ? f(z) := f(c4z) (c ∈ C×, f(z) ∈ K) を

表している．GrGLn
には群 GLn(O) ⋊ C× が左からの積によって自然に作用している．このとき GrGLn

の

GLn(O)軌道（= GLn(O)⋊C× 軌道）への分解は

GrGLn
=

⊔
ν∈P∨

+

Grν , Grν := GLn(O)[zν ],

と書くことができる．ただし，P∨
+ := {ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Zn | ν1 ≥ · · · ≥ νn} とし，各 ν ∈ Zn に対し

て zν := diag(zν1 , . . . , zνn) ∈ GLn(K) とおいた．各軌道 Grν は有限次元であって，その閉包（に被約ス

キーム構造を入れたもの）は複素射影多様体になる．これを Schubert多様体と呼び，Grν と書く．例えば，

ω1 := (1, 0, . . . , 0) ∈ P∨
+ に対しては Grω1 = Grω1 ∼= Pn−1 となる．ただし一般の Grν は特異点を持つ．

各 ν ∈ P∨
+ に対して，Schubert多様体 Grν 上の GLn(O)⋊C× 同変準連接層の有界複体であって各コホモ

ロジーが連接層になるようなもののなす導来圏をD
GLn(O)⋊C×

coh (Grν)と表す．ここで，複体のコホモロジー的

次数は形式的に 1
2 dimGrν + Zに値を取ると定義しておく．アフィン Grassmann多様体の特殊事情として，

包含関係 Grν ⊂ Grν
′
があるとき常に dimGrν − dimGrν

′ ∈ 2Zが成り立つ．したがって帰納的極限

D
GLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
) := lim−→

ν

D
GLn(O)⋊C×

coh (Grν)

を考えることができる．これは自然に三角圏をなす．さらに圏 D
GLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
) は構成可能層の場合

と同様に定義される畳み込み積 F ∗ G := Rm∗(F ⊠̃G ) に関して閉じていて，かつ C× 作用の捻りによる

Z 次数構造を持つ．したがって特に同変 K 群 KGLn(O)⋊C×
(GrGLn

) = K
(
D

GLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
)
)
には積

[F ] · [G ] = [F ∗ G ]によって Z[q±1/2]代数の構造が定まる.

定義 3.6. 対象F ∈ D
GLn(O)⋊C×

coh (GrGLn)が，各 ν ∈ P∨
+ に対して 2条件

� Hk(i∗νF ) = 0 for any k > − 1
2 dimGrν ;

� Hk(i!νF ) = 0 for any k < − 1
2 dimGrν ,

を満たすとき，F は（GLn(O)⋊C× 同変）偏屈連接層 (perverse coherent sheaf)であるという．ただし iν

は軌道の埋め込み Grν ↪→ GrGLn である．偏屈連接層のなす充満部分圏を PGLn(O)⋊C×

coh (GrGLn)と表す．

圏 PGLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
) は三角圏 D

GLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
) 上の適切な t 構造（偏屈 t 構造と呼ばれる）

の核 (heart) として得られ，したがってアーベル圏をなす．さらに重要な点として，畳み込み積 ∗ は圏
PGLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
) 上で閉じており，そこに双完全なテンソル積を定めることが知られている [4]．特に圏

PGLn(O)⋊C×

coh (GrGLn) は 3.1 節にあるような条件をすべて満たす Z 次数付きモノイダル圏をなす．構成から
同変 K 環 KGLn(O)⋊C×

(GrGLn
) はモノイダル圏の Grothendieck環 K

(
PGLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
)
)
と自然に同

一視される．ゆえに既約同型類集合 IrrP
GLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
)は環KGLn(O)⋊C×

(GrGLn
)の Z基底を与える．

通常の偏屈（構成可能）層の場合と同様に，既約な偏屈連接層はある GLn(O)軌道 Grν 上の既約な同変連

接層（＝既約同変ベクトル束）E の極小拡大 (minimal extension) IC(ν,E ) := (iν)!∗E [− 1
2 dimGrν ] として

一意的に書ける [1]．すなわち，次のような 1 : 1対応が存在する：

IrrPGLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
)

⊔
ν∈P∨

+
IrrCohGLn(O)⋊C×

(Grν)
1 : 1

∈ ∈

IC(ν,E ) (ν,E ).
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ここで CohGLn(O)⋊C×
(Grν)は Grν 上の GLn(O)⋊C× 同変連接層のなすアーベル圏を表す．

注意 3.7. 圏 PGLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
)は多くの虚既約対象を持つ．例えば，Gr0 = {pt}に台を持つ偏屈連接層

のなす部分圏は群 GLn(O) ⋊ C× の有限次元表現の圏と同一視できるが，後者において次元が 1より大きい

既約表現はすべて虚既約対象である．同様の理由によって，一般に rank(E ) > 1ならば IC(ν,E ) は虚既約対

象である．

定理 3.8 (Cautis-Williams [5]). 圏 PGLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
) とその上に適切に定義される反対合 Iは，定義 3.1

の意味で（局所化された）量子団代数 Aloc
n = Aq1/2(N

wn) のモノイダル圏化を与える：

Aloc
n KGLn(O)⋊C×

(GrGLn
)⋃ ⋃∼

{団単項式 } Irr0 PGLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
).

特に，各団単項式はある軌道 Grν 上の同変直線束L の極小拡大 IC(ν,L )の類に対応する．

注意 3.9. ここでの反対合 Iは GLn(K)における行列の転置操作と GrGLn
における Grothendieck-Serre双

対性関手を適切に組み合わせて得られるのだが，やや複雑なので詳細を省略する．

4 主定理

定理 3.4と定理 3.8を組み合わせることで以下の可換図式を得る：

Aq1/2(N
wn) Aloc

n KGLn(O)⋊C×
(GrGLn)⋃ ⋃ ⋃∼ ∼

B(wn)
loc {団単項式 } Irr0 PGLn(O)⋊C×

coh (GrGLn).
6= 6=

この図式を見ると団単項式の集合を共有する左右 2つの基底の関係を問いたくなる．その答えが次である．

定理 4.1 (Finkelberg-F. [6]). 上記の同型Aq1/2(N
wn) ∼= KGLn(O)⋊C×

(GrGLn)の下で，左辺の基底B(wn)
loc

は右辺の基底 Irr0 PGLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
) に一致する．

以下，証明の概略を述べよう．まず，量子冪単部分群 Aq1/2(N(wn))の双対標準基底 B(wn)が双対 PBW

基底を用いて特徴づけられることを思い出す．双対 PBW基底 {E(a)}a∈N2n は，各 a = (a1, . . . , a2n) ∈ N2n

に対して双対ルートベクトル E(βk)（ι不変になるよう正規化されている）の単項式として

E(a) := q
∑

k<ℓ akaℓE(β1)
a1E(β2)

a2 · · ·E(β2n)
a2n

と定義される元 E(a) で構成される．このとき，双対標準基底 B(wn) は次の 2 つの性質で特徴づけられる

Aq1/2(N(wn))の Z[q±1/2]基底 {B(a)}a∈N2n と一致する [10, Theorem 4.29]：

1. ιB(a) = B(a);

2. B(a)− E(a) ∈
∑

a′∈N2n

q−1/2Z[q−1/2]E(a′).
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そこで，この特徴づけを用いて各 B(a)がある既約偏屈連接層の類に一致することを示したい．これは以下説

明するようにアフィン Grassmann多様体 GrGLn
と A型冪零錘を結びつけ，Bezrukavnikovによる冪零錘上

の偏屈連接層の理論 [3]を引用することで達成される．

n次元 K ベクトル空間 Kn における階数 nの自由 O 部分加群 L ⊂ Kn であって自然な射 L ⊗O K → Kn

が同型になるものを Kn における O-lattice と呼ぶ．GLn のアフィン Grassmann 多様体 GrGLn は，対応

[g(z)] 7→ L = g(z)L0（ただし L0 := On ⊂ Kn は標準的な O-lattice）によって Kn における O-latticeのモ

ジュライ空間と同一視できる．この同一視の下で，各 d ∈ Nに対して

Grdω1 = {L ⊂ L0 | dimC(L0/L) = d}

と書ける．このとき各 L ∈ Grdω1 に対して，z を乗ずることで定まる商空間 L0/L ∼= Cd 上の線形作用素

z|L0/L は冪零かつ dimC(Ker z|L0/L) ≤ nであることが分かる．そこで

Nn
d := {x ∈ End(Cd) | xd = 0,dimC(Kerx) ≤ n}

という，gld(C)の冪零錐Nd の Zariski開集合を考えよう．一見，対応 L 7→ z|L0/L によって射 Grdω1 → Nn
d

を定義できるように思える．しかし実際には同型 L0/L ∼= Cd の任意性を考慮する必要があるため，これは商

スタックの射
ψd :

[
Grdω1/(GLn(O)⋊C×)

]
→

[
Nn

d /(GLd(C)× C×)
]

として正当化される．ただし，群 GLd(C)× C× の冪零錘 Nd への作用は (g, c) ? x = c−4Ad(g)xで決まるも

のとする．このとき，射 ψd は偏屈連接層の圏の間の完全関手

ψ∗
d : P

GLd(C)×C×

coh (Nn
d ) → PGLn(O)⋊C×

coh (Grdω1)

を誘導し，しかも既約同型類の 1 : 1 対応を引き起こすことが証明できる．特に，同変 K 群の Z[q±1/2](=

KC×(pt))加群としての同型 [ψ∗
d] : K

GLd(C)×C×
(Nn

d )
∼= KGLn(O)⋊C×

(Grdω1) を得る．

次に，冪零錘Nd上の偏屈連接層に関するBezrukavnikovの理論 [3]について簡単に述べる．まず，gld(C)に
おける行列の転置 x 7→ Tx と Grothendieck-Serre双対性関手の合成として反変関手 I′ : PGLd(C)×C×

coh (Nd) →
PGLd(C)×C×

coh (Nd)
op であって I′ ◦ I′ ' Id かつ I′ ◦ 〈m〉 ' 〈−m〉 ◦ I′, (m ∈ Z) を満たすものが定義でき

る．この時，I′ 不変な既約偏屈連接層の類の集合 Irr0 PGLd(C)×C×

coh (Nd) は同変 K 群 KGLd(C)×C×
(Nd) の

Z[q±1/2] 基底を与える．一方，KGLd(C)×C×
(Nd) の別の基底として，Andersen-Jantzen 層の類がなす基底

{[AJ(λ)]}λ∈X+ がある．ここで，ラベル集合 X+ は GLd(C) の支配的ウェイトの集合である．支配的ウェ
イト λ ∈ X+ に付随する AJ(λ) は旗多様体の余接束 T ∗Fl(Cd) 上の直線束 OT∗Fl(Cd)(λ) の Springer 特異

点解消 π : T ∗Fl(Cd) → Nd による push-forward Rπ∗OT∗Fl(Cd)(λ) に適切に C× 作用を定めて得られる偏

屈連接層である．Bezrukavnikov [3] の理論は，以下の 2 条件で特徴づけられる KGLd(C)×C×
(Nd) の基底

{C(λ)}λ∈X+ が I′ 不変な既約偏屈連接層の類の基底 Irr0 PGLd(C)×C×

coh (Nd) に一致することを主張する：

1. [I′]C(λ) = C(λ);

2. C(λ)− [AJ(λ)] ∈
∑

λ′∈X+

q−1/2Z[q−1/2][AJ(λ′)].

つまり，KGLd(C)×C×
(Nd) における「既約偏屈連接層の基底：Andersen-Jantzen 層の基底」という関係は，

Aq1/2(N(wn))における「双対標準基底：双対 PBW基底」という関係の類似になっている．
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以上の事実を踏まえたうえで，さらに ψ∗
d ◦ I′ ' I ◦ ψ∗

d （ただし Iは定理 3.8のもの）であり，しかも関手

ψ∗
d の下で双対 PBW基底の各元 E(a)が適切な λa ∈ X+ に付随する Andersen-Jantzen層 AJ(λa)に対応す

ることが直接確かめられる（aに対して dは十分大きくとる）．あとは基底を特徴づける性質の比較によって，

欲しかった事実 B(a) ∈ Irr0 PGLn(O)⋊C×

coh (GrGLn
) を得る．
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