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1 Introduction

物理学的な背景から，有限次元複素単純 Lie代数 g もしくはその普
遍包絡環 U(g) に対し，「q 変形」と「ループ化」という 2種類の変形
を考えることが多い．ここで，「q 変形」とはパラメータ q を付加す
ることによる Hopf代数の非余可換変形（Drinfeld-神保の量子包絡環）
Uq(g) を指し，「ループ化」とは C×（S1 の複素化）から gへの（代数
的な）写像全体 Lg := g⊗C[t±1]のなす Lie代数を指す．本稿の主題である量子ループ代数 Uq(Lg) はこの 2

種類の変形を同時に行って得られる代数系である．これはもともと三角関数型 R 行列との関連で量子可積分
系で興味を持たれてきた対象であり，その加群圏は複雑で豊かな構造を持つ．現在も団代数のモノイダル圏論
化などと関係して活発に研究されている．
ここでは，ADE型 Lie代数 gの量子ループ代数 Uq(Lg)の有限次元表現論について述べる．それは，ADE

型 Dynkin図形の各辺に向きを与えて得られる Dynkin箙 Qや箙多様体と深く結びついている．本稿では特
に，各 Dynkin箙 Qに対して Hernandez-Leclerc [6]が定義した Uq(Lg)の良い加群圏 CQ の構造が箙 Qの表
現論や箙多様体の幾何とどのように関係しているかを説明したい．

2 量子ループ代数の表現論
2.1 Dynkin図形と Lie代数An (n ∈ Z≥1)
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有限次元の複素単純 Lie 代数
（の同型類）は Dynkin 図形でラ
ベル付けられる．Dynkin図形は
有限個の頂点と，それらを結ぶ 3

種類の辺（単純辺，有向 2重辺，
有向 3 重辺）たちからなる図形
であって，古典型と呼ばれる 4つの無限系列 An(n ∈ Z≥1),Bn(n ∈ Z≥2),Cn(n ∈ Z≥2),Dn(n ∈ Z≥4)と，有
限個の例外型 En(n = 6, 7, 8),F4,G2 に分類される．本稿では，ADE型の Dynkin 図形のみを考えるが，それ
らはちょうど単純辺だけからなる Dynkin図形である（上図）．
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以下では，記法を固定することも兼ねて Dynkin図形から対応する Lie代数 gがどのように復元されるのか
思い出し，その構造と表現論について簡単にまとめておく．X = A,D,E とし，Xn 型の Dynkin 図形を考え
る．その頂点集合を I = {1, 2, . . . , n}とし，2頂点 i, j ∈ I が辺で結ばれているとき i ∼ j と書く．Cartan行
列 A = (aij)i,j∈I を

aij =


2 i = j のとき;

−1 i ∼ j のとき;

0 それ以外

と定義する．このとき，Xn 型の複素単純 Lie代数 gは生成元 {ei, fi, hi}i∈I と関係式

[hi, hj ] = 0, [hi, ej ] = aijej , [hi, fj ] = −aijfj , [ei, fj ] = δijhi,

ad(ei)
1−aij (ej) = ad(fi)

1−aij (fj) = 0 (i 6= j),

で与えられる．ただし，ad(x)(y) := [x, y]は随伴作用を表す．Lie代数 gの普遍包絡環 U(g)は Lie括弧 [x, y]

を代数における交換子 xy − yxに読み替えて，上記の生成元と関係式を C代数の生成元と関係式と思って得
られるものに等しい．Lie代数 gの表現と C代数 U(g)上の加群とを自然に同一視し，以下区別しない．
Cartan 部分代数 h :=

⊕
i∈I Chi ⊂ g の基底 {hi}i∈I の双対基底 {ϖi}i∈I ⊂ h∗ が生成する自由アーベル

群 P :=
⊕

i∈I Zϖi ⊂ h∗ をウェイト格子と呼ぶ．任意の有限次元 U(g)加群M はウェイト空間の直和に分解
する：

M =
⊕
λ∈P

Mλ, Mλ := {v ∈M | h · v = λ(h)v (h ∈ h)}.

また，i ∈ I に対応する単純ルートを αi :=
∑

j∈I aijϖj ∈ P で定義し，P ⊃ Q :=
⊕

i∈I Zαi ⊃ Q+ :=∑
i∈I Z≥0α と定義する．随伴表現のウェイト空間分解 g =

⊕
α∈Q gα を考えることにより，ルートの集合

R := {α ∈ Q \ {0} | gα 6= 0}および正ルートの集合 R+ := R ∩ Q+ を定義する．R = R+ t (−R+)であり，
n+ (resp. n−)を {ei}i∈I (resp. {fi}i∈I)たちの生成する gの冪零部分 Lie代数とすると n± =

⊕
α∈±R+

gα,

h = g0 および三角分解 g = n− ⊕ h ⊕ n+ が成り立つ．各 α ∈ R について dim gα = 1 であり，特に
dim n± = |R+|である.

有限次元 U(g)加群のなす圏 U(g)-modfd はWeylの定理より完全可約であり，その単純加群の同型類全体
の集合 IrrU(g)-modfd は支配的ウェイトの集合 P+ :=

∑
i∈I Z≥0αi ⊂ P と 1 : 1対応する．支配的ウェイト

λ ∈ P+ に対応する単純加群 V (λ)は生成ベクトルである最高ウェイトベクトル v と関係式

ei · v = 0, hi · v = λ(hi)v, f
λ(hi)+1
i · v = 0 (∀i ∈ I)

で定義される．代数 U(g)には，各X ∈ gに対して∆(X) = X ⊗ 1+1⊗X を満たすような余積∆ : U(g)→
U(g)⊗ U(g)が存在する．これによって 2つの U(g)加群 V,W の C上のテンソル積 V ⊗W は再び U(g)加
群となり，圏 U(g)-modfd はモノイダル圏となる．余積の定義から，テンソルの成分を入れ替える線形写像
v ⊗ w 7→ w ⊗ v は U(g)加群の同型 V ⊗W ∼=W ⊗ V を引き起こす．

2.2 量子ループ代数
C上の Lie代数 gに対して，そのループ化とは単に Laurent多項式環 C[t±1]への係数拡大 Lg := g⊗C[t±1]

である．すなわち，Lie括弧は単に

[X ⊗ f(t), Y ⊗ g(t)] = [X,Y ]⊗ f(t)g(t), (X,Y ∈ g, f(t), g(t) ∈ C[t±1])



で与えられる．ループ化 Lgを C上の無限次元 Lie代数とみなし，その C上の普遍包絡環を U(Lg)と書く．
ADE型の量子ループ代数 Uq(Lg) は，ADE型有限次元 Lie代数 gのループ化 Lgの普遍包絡環 U(Lg)に，複
素数パラメータ q を入れて変形した代数と思える．以下，1の冪根ではない q ∈ C× を固定する．

定義 2.1. X = A,D,Eに対して，Xn 型量子ループ代数 Uq(Lg)は（無限個の）生成元

{ei,r, fi,r | i ∈ I, r ∈ Z} ∪ {K±1
i | i ∈ I} ∪ {hi,m | i ∈ I,m ∈ Z ̸=0}

と以下の（無限個の）関係式で与えられる C代数である:

KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1, [Ki,Kj ] = [Ki, hj,l] = [hi,m, hj,l] = 0,

Kiej,rK
−1
i = qaijej,r, Kifj,rK

−1
i = q−aijfj,r,

(w − q±aijz)ψε
i (z)x

±
j (w) = (q±aijw − z)x±j (w)ψ

ε
i (z),

[x+i (z), x
−
i (w)] =

δij
q − q−1

(
δ
( z
w

)
ψ+
i (w)− δ

(w
z

)
ψ−
i (z)

)
,

(w − q±aijz)x±i (z)x
±
j (w) = (q±aijw − z)x±j (w)x

±
i (z),{

x±i (z1)x
±
j (z2)x

±
j (w)− (q + q−1)x±i (z1)x

±
j (w)x

±
i (z2) + x±j (w)x

±
i (z1)x

±
i (z2)

}
+ {z1 ↔ z2} = 0 (i ∼ j のとき).

ただし，ε ∈ {+,−} であり，δ(z), ψ±
i (z), x

±
i (z) は以下で定義される形式的冪級数 (∈ Uq(Lg)[[z, z

−1]]) で
ある:

δ(z) :=

∞∑
r=−∞

zr, ψ±
i (z) := K±1

i exp

(
±(q − q−1)

∞∑
m=1

hi,±mz
±m

)
,

x+i (z) :=

∞∑
r=−∞

ei,rz
r, x−i (z) :=

∞∑
r=−∞

fi,rz
r.

最後の関係式の第 2項 {z1 ↔ z2} は第 1項から z1 と z2 を入れ替えて得られるものを意味する．

生成元 ei,r, fi,r, hi,m はそれぞれループ代数 Lg の元 ei ⊗ tr, fi ⊗ tr, hi ⊗ tm の対応物であり，生成元 Ki

は qhi⊗1 と思えるような元である．
本稿では量子ループ代数 Uq(Lg) の有限次元加群のなす圏 Uq(Lg)-modfd を考える．任意の有限次元

Uq(Lg)加群M は適当な自己同型による捻りを施せば

M =
⊕
λ∈P

Mλ, Mλ = {v ∈M | Ki · v = qλ(hi)v (i ∈ I)}

という形の分解を持つようにできる．このような分解を持つ加群を 1 型の加群と呼び，以下では有限次元 1

型 Uq(Lg)加群全体のなす C線形アーベル圏 C に着目する．Lie代数 gのときとは違い，圏 C では加群が非
自明な拡大を持ち，そのホモロジー代数的性質を明らかにすることは興味深い問題である．
量子ループ代数は余積∆ : Uq(Lg)→ Uq(Lg)⊗Uq(Lg) を持つ*1. 一般の元に対してこれを書き下すことは
難しいが，例えば，各 i ∈ I に対して

∆(Ki) = Ki ⊗Ki, ∆(ei,0) = ei,0 ⊗K−1
i + 1⊗ ei,0, ∆(fi,0) = fi,0 ⊗ 1 +Ki ⊗ fi,0,

*1 これは定義からは全く自明でなく，量子ループ代数 Uq(Lg)が量子アフィン代数 Uq(ĝ) （これはアフィン Lie代数の量子包絡環
であり，有限表示を持つ Hopf代数）のレベル 0に対応する商であるという事実を用いる．特に，量子ループ代数 Uq(Lg)の表現
は同時に量子アフィン代数 Uq(ĝ)のレベル 0表現でもある．



などが成り立つ．最初の式から，1型加群はテンソル積に関して閉じている，すなわち圏 Cは圏 Uq(Lg)-modfd

のモノイダル部分圏になっていることがわかる．2番目と 3番目の式からこの余積は余可換ではないので，加
群 V,W ∈ C に対してテンソル成分の入れ替えは V ⊗W とW ⊗ V の間の同型を引き起こさない．実際，一
般に V ⊗W とW ⊗ V は Uq(Lg)加群として同型でない．しかし興味深いことに，それらの組成因子は重複
度込みで一致し，Grothendieck環K(C)は可換であることが知られている．

2.3 単純加群の分類
圏 C の単純加群の分類定理を述べる．

定理 2.2 (Chari-Pressley [1]). 任意の単純加群 L ∈ C に対し，1次元部分空間 Cv ⊂ Lと定数項 1の多項式
の I 組 π = (πi(u))i∈I ∈ (1 + uC[u])I が一意的に存在して，以下の 3つの条件*2を満たす：

(1) ei,r · v = 0 (i ∈ I, r ∈ Z);
(2) Ki · v = qλ(hi)v (i ∈ I);

(3) L[[z±1]]において，ψ±
i (z) · v = qλ(hi)

[
πi(q

−2z)

πi(z)

]
z±1=0

v (i ∈ I).

ただし，ここで λ :=
∑

i∈I(deg πi)ϖi ∈ P+ と定義し，[·]z±1=0 は z±1 = 0 における形式的冪級数展開を表
す．さらに，このとき L = L(π)と書くことにすると，対応 Irr C 3 L(π) 7→ π ∈ (1 + uC[u])I は 1 : 1である．

定理に現れた多項式の I 組 π ∈ (1 + uC[u])I を Drinfeld多項式と呼ぶ．また条件 (1), (2), (3)を満たすベ
クトル v で生成される Uq(Lg)加群を ℓ最高ウェイト加群，そのとき生成ベクトル v を ℓ最高ウェイトベクト
ルとよぶ．ここで，ℓはループを意味する．上記定理 2.2は圏 C の単純加群が ℓ最高ウェイトで分類されるこ
とを主張しており，これは U(g)-modfd における単純加群の分類の類似である．

M(π) =
Uq(Lg)v

⟨(1),(2),(3)⟩
M(λ) =

Uq(Lg)v

⟨(1),(2)⟩

L(π) W (π) W(λ)

唯一単純商
最大有限次元商

/(3)

最大可積分商

/rπ

2.4 局所/大域Weyl加群
ここでは Chari-Pressley [2] に従
って，単純加群の ℓ最高ウェイトに
よる特徴付けと関連して局所および
大域 Weyl 加群と呼ばれる Uq(Lg)

加群を定義する．これらは箙多様体の同変K 群を用いて幾何学的に実現できる加群でもある（次節参照）．
まず，生成ベクトル v から定理 2.2の条件 (1), (2), (3)だけで定義される無限次元の普遍 ℓ最高ウェイト加
群M(π)を考える．これは有限次元単純加群 L(π) ∈ C をただ一つの単純商に持つが，M(π)は無限次元なの
で圏 C に属さない．そこで，局所Weyl加群 (local Weyl module) をM(π)の最大の有限次元商W (π) ∈ C
として定義する．局所Weyl加群W (π)は，結果としては生成ベクトル v と関係式 (1), (2), (3)に加えてもう
ひとつの条件

f
λ(hi)+1
i,r · v = 0 (i ∈ I, r ∈ Z) (2.1)

を課して定義される加群と同型になる．
一方，生成ベクトル v から定理 2.2の条件のうち (1), (2)のみを関係式として定義される加群M(λ)*3を考

*2 実は条件 (2)は条件 (3)から従うのだが，説明の都合上敢えて分けて書いた．
*3 加群M(λ)および大域Weyl加群W(λ) は Drinfeld多項式の次数 λ ∈ P+ のみで決まることに注意する．



え，加群M(λ)の最大可積分*4商加群W(λ)を大域Weyl加群 (global Weyl module) と呼ぶ．大域Weyl加
群W(λ)は無限次元であり，結果としては条件 (1), (2)に条件 (2.1)を付け加えて定義される加群に同型であ
る．Chari-Pressley [2]および中島 [9]により，

Rλ := EndUq(Lg)(W(λ)) ∼=
⊗
i∈I

C[z±1
i,1 , . . . , z

±1
i,λ(hi)

]Sλ(hi)

であり，W(λ) は Rλ 加群として有限階数自由であることが知られている．特に，環 Rλ の極大イデ
アルの集合 Specm(Rλ) ∼= (C×)λ :=

∏
i∈I(C×)λ(hi)/Sλ(hi) は対応 (C×)λ 3 [(ci,1, . . . , ci,λ(hi))]i∈I ↔(∏λ(hi)

j=1 (1− ci,ju)
)
i∈I
∈ (1 + uC[u])I によって，次数 λの Drinfeld多項式の集合と同一視できる．次数 λ

の Drinfeld多項式 π に対応する Rλ の極大イデアルを rπ と書くことにすると，局所Weyl加群W (π)は大域
Weyl加群W(λ)のイデアル rπ による商と同型になる．別の言い方をすれば，大域Weyl加群W(λ)を空間
(C×)λ 上のベクトル束と思ったとき，局所Weyl加群W (π)は点 π におけるファイバーである．
ここで R̂π := lim←−

k

Rλ/r
k
π とし，大域Weyl加群W(λ)の点 π における完備化 Ŵ (π) := W(λ)⊗Rλ

R̂π を変
形Weyl加群と呼ぶことにする．これは本稿の主定理において役割を演ずる．

L(λ) M(λ)

{0} M0(λ)

π

2.5 箙多様体と量子ループ代数
ここでは量子ループ代数の表現を箙多様体を用いて実現することについて
概略のみごく簡単に述べる．正確な定義など詳細は中島の原論文 [9]を参照し
ていただきたい．
各支配的ウェイト λ ∈ P+ に対して，箙多様体 (quiver variety) と呼ばれる 2 種類の C 上の代数多様体

M(λ) とM0(λ)が定義される．実際には，多様体M(λ)は非特異準射影的多様体の直和 ⊔ν∈Q+
M(ν, λ) と

して，多様体M0(λ) は（一般には特異点を持った）アフィン多様体の和
⋃

ν∈Q+
M0(ν, λ) として構成される．

多様体M(λ)とM0(λ)には線形代数群 G(λ) :=
∏

i∈I GLλ(hi)(C)× C× の作用が入り，G(λ)同変な固有射
π : M(λ)→M0(λ) が存在する．また，多様体M0(λ)には原点 0があり，その π による逆像を L(λ)と書い
て中心ファイバー (central fiber)と呼ぶ． ⊔

0≤k≤l

Gr(k, l)
⊔

0≤k≤l

T ∗Gr(k, l)

{0} {x ∈ End(Cl) | x2 = 0}

零切断

π

以上のことを最もシンプルな A1 型の場合に述べる．
I = {1} であるから ϖ = ϖ1, α = α1 と略して書
く．λ = lϖ ∈ P+, ν = kα ∈ Q+ に対して，多様
体 M(ν, λ) は Grassmann 多様体の余接束 T ∗Gr(k, l)

であり，M0(λ) = {x ∈ End(Cl) | x2 = 0} である．
T ∗Gr(k, l) = {(x, V ) ∈ End(Cl) × Gr(k, l) | x(Cl) ⊂ V, x(V ) = 0} という同一視の下で固有射 π は第
1 成分の射影である．したがって，中心ファイバー L(λ) は Grassmann 多様体 Gr(k, l) の直和となる．群
G(λ) = GL(Cl) × C× の T ∗Gr(k, l) への作用は GL(Cl) の自然な作用 g · (x, V ) = (gxg−1, gV ) と C× の
ファイバー方向のスカラー倍作用の直積である．
さて，一般にある線形代数群 G の作用つき多様体 X に対し，その同変 K 群，すなわち X 上の G 同変
連接層のなすアーベル圏 CohG(X) の Grothendieck群 K(CohG(X)) を KG(X)と書く．多様体 X が 1点
ptのとき CohG(pt) とは Gの有限次元表現のなす圏 Rep(G) であり，KG(pt) は Gの表現環 R(G)に等し
い．表現 V ∈ Rep(G)を G多様体X 上の G同変自明束とみなして，[V ] ∈ R(G)と [F ] ∈ KG(X)との積を

*4 各 ei,r, fi,r が局所冪零に作用すること．量子アフィン代数 Uq(ĝ)のレベル 0表現と思ったときの可積分性と同値である．



[V ] · [F ] := [V ⊗OX
F ] と定めることで，同変K 群KG(X)は R(G)加群になる．

以下，箙多様体M(λ)→M0(λ)の設定で，群GとしてはG(λ)を考える．標準的にA := R(C×) = Z[v±1],

R(GLk(C)) = Z[z±1
1 , . . . , z±1

k ]Sk とみなすとき，R(G(λ)) ∼=
⊗

i∈I A[z
±1
i,1 , . . . , z

±1
i,λ(hi)

]Sλ(hi) と同一視できる
ことに注意する（テンソル積は A上とっている）．不定元 v ∈ Aを，量子ループ代数 Uq(Lg)を定義するとき
に固定したパラメータ q ∈ C へ特殊化することで Cを A代数とみなす．前節の Rλ は Rλ = R(G(λ))⊗A C
と同一視できることに注意する．任意の G(λ)作用付き多様体 X に対して KG(λ)(X) := KG(λ)(X) ⊗A Cと
書くことにする．これは Rλ 加群である．
さて，箙多様体M(λ)→M0(λ) から Steinberg型多様体 Z(λ) := M(λ)×M0(λ) M(λ) を構成し，その同
変 K 群 KG(λ)(Z(λ)) を考える．畳み込み (convolution)によって K 群 KG(λ)(Z(λ))には Rλ 代数の構造が
入る．このとき中心ファイバーの同変K 群 KG(λ)(L(λ)) は代数 KG(λ)(Z(λ)) 上の加群となる．

定理 2.3 (中島 [9]). 各 λ ∈ P+ に対して，C代数の準同型 Φλ : Uq(Lg)→ KG(λ)(Z(λ)) が存在して，引き戻
しで得られる Uq(Lg)加群 Φ∗

λ(KG(λ)(L(λ))) は大域Weyl加群W(λ) と同型である．この同型は，両辺の Rλ

作用と整合的である．

注意 2.4. 準同型 Φλ は一般には全射でも単射でもない．本稿の主定理 4.2では，特別な状況でこの準同型の
性質についてより深く考察する．

3 Dynkin箙の表現と Hernandez-Leclerc圏 CQ
この節の目標は，Dynkin箙の表現論を用いてモノイダル部分圏 CQ ⊂ C を定義することである．

3.1 箙の表現と Gabrielの定理
箙 (quiver)とは有向グラフのことである．すなわち，頂点の集合 I と矢の集合 Ωの組 Q = (I,Ω) であっ
て，各矢 a ∈ Ωに対してその始点 a′ ∈ I と終点 a′′ ∈ I が定まっている．以下，集合 I と Ωは有限であると
する．箙 Qの（C上の）表現とは，各頂点 i ∈ I ごとに Cベクトル空間 Vi を与え，各矢 a ∈ Ωごとに線形写
像 fa ∈ Hom(Va′ , Va′′) を与えて得られるデータ ((Vi)i∈I , (fa)a∈Ω)である．
箙 Q = (I,Ω)に対して，矢の有限列 p = (a1, a2, . . . , al)で，a′k′ = ak+1

′ (1 ≤ k < l)を満たすものを頂点
a1

′ から頂点 al
′′ への道 (path)といい，このとき lを道 pの長さという．各矢 a ∈ Ωは長さ 1の道と見なす．

長さ 0の道も考え，頂点 iから iへの長さ 0の道を ϵi と書く．箙 Qの道代数とは，道全体の集合でラベルさ
れた基底を持つ Cベクトル空間 CQ =

⊕
p Cp上に，「2つの道が結合可能な時は結合し，結合可能でないと

きは 0とする」という規則*5 で積を定義した結合的 C代数である．
道代数 CQ上の加群 V に対して，Vi := ϵiV とし，矢 aの作用を fa : Va′ → Va′′ とすれば，箙 Qの表現

((Vi), (fa)) を得る．逆に箙 Q の表現から CQ 加群を得ることも容易である．これによって箙の表現と道代
数上の加群を同一視し，以下区別しない．有限次元 CQ 加群 V ∈ CQ-modfd に対し，その次元ベクトルを
dimV := (dimVi)i∈I ∈ (Z≥0)

I で定義する．与えられた d = (di)i∈I ∈ (Z≥0)
I に対し，群作用付き線形空間

Ed :=
⊕
a∈Ω

Hom(Cda′ ,Cda′′ ) ↶ Gd :=
∏
i∈I

GL(Cdi)

*5 まじめに書くと (a1, . . . , al) · (al+1, . . . , al+m) = δal
′′,al+1

′ (a1, . . . , al+m), ϵi · ϵj = δijϵi, ϵi · (a1, . . . , al) =

δi,a1
′ (a1, . . . al), (a1, . . . , al) · ϵi = δal

′′,i(a1, . . . al).



を考える．群Gdの作用は共役 (gi)i∈I : (fa)a∈Ω 7→ (ga′′ ◦fa ◦g−1
a′ )a∈Ω で与えられる．空間 Ed は dimV = d

なる V ∈ CQ-modfd 全体の集合と思えて，群 Gd の作用は表現の間の同型に対応する．したがって，空間 Ed

上の Gd 軌道の集合 Ed/Gd は次元ベクトル dの表現の同型類全体の集合と 1 : 1に対応する．

定理 3.1 (Gabrielの定理). (1) 箙 Qが有限型，すなわち任意の d ∈ ZI
≥0 に対して |Ed/Gd| < ∞ が成り

立つための必要十分条件は，Qが Dynkin箙であるとき，すなわち Qから向き付けを忘れて得られる
グラフが ADE型の Dynkin図形に等しいときである．

(2) Qが Dynkin箙のとき，対応する型のルート系の記号を用いて全単射 (Z≥0)
I 3 d↔

∑
i∈I diαi ∈ Q+

を定め，(Z≥0)
I と Q+ を同一視する．このとき，次元ベクトルをとる操作は CQ-modfd の直既約加群

の同型類集合と正ルートの集合 R+ ⊂ Q+ の間の 1 : 1対応を引き起こす．

以下，Dynkin箙 Qをひとつ固定する．定理 3.1 (2)より各正ルート α ∈ R+ に対し dimMα = α なる直既
約加群Mα ∈ CQ-modfd が同型を除いてただ一つ存在する．任意のM ∈ CQ-modfd が直既約加群たちの一
意的な有限直和に同型であること（Krull-Schmidtの定理）と次元ベクトル dimの加法性から次がわかる．

系 3.2. 対応
[⊕

α∈R+
M⊕mα

α

]
↔ (mα) は Dynkin 箙 Q の次元ベクトル β の表現の同型類全体の集合と，

β の Kostant 分割の集合 KP(β) := {(mα) ∈ (Z≥0)
R+ |

∑
αmαα = β} の間の 1 : 1 対応を与える．特に，

β =
∑

i∈I diαi のとき，空間 Ed の Gd 軌道は集合 KP(β)でラベル付けられる．

3.2 Auslander-Reiten箙
一般に，Krull-Schmidt性を持つ C線形圏 A*6 に対してその Auslander-Reiten(AR) 箙とは以下のように
定義される箙 Γ(A)である：

• Γ(A)の頂点集合は圏 Aの直既約対象の同型類全体である；
• Γ(A)において，直既約加群 X（の同型類）から Y（の同型類）への矢の数は X から Y への既約射の
空間*7の次元に等しい．

この節では固定した Dynkin 箙 Q に対して，導来圏 Db(CQ-modfd) の AR 箙の記述を紹介する．最初に
Db(CQ-modfd) の直既約対象の同型類集合が {Mα[k] | α ∈ R+, k ∈ Z} であることに注意する．ここで，
Mα[k]は stalk複体，すなわち以下で定義される：

Hi(Mα[k]) :=

{
Mα i = k のとき;

0 それ以外．

Dynkin 箙 Q = (I,Ω) に対して，その高さ関数，すなわち写像 ξ : I → Z であって ξa′ = ξa′′ + 1 が任
意の矢 a ∈ Ω に対して成り立つようなものをひとつ取って固定する．ADE 型 Dynkin 図形が連結木である
ことから，そのような ξ は一斉に定数を加える不定性を除いて一意的に存在する．このとき，箙 Qの反復箙
(repetition quiver) Q̂ = (Î , Ω̂) を以下で定義される無限箙とする：

Î := {(i, p) ∈ I × Z | p− ξi ∈ 2Z}, Ω̂ := {(i, p)→ (j, p+ 1) | (i, p) ∈ Î , i ∼ j}*8.

*6 各 2対象についてその間の射の集合が有限次元 Cベクトル空間であることも仮定する．
*7 不可逆（sectionでも retractionでもない）かつ 2つの不可逆射の合成では書けない射のなすベクトル空間（と思いたいもの）．
*8 この定義より反復箙 Q̂自身は Qの向き付け Ωには依存しない．



例えば，下図は A3 型の反復箙を示している．

(1,−2) (1, 0) (1, 2) (1, 4)

(2,−3) (2,−1) (2, 1) (2, 3)

(3,−2) (3, 0) (3, 2) (3, 4)

· · · · · ·

定理 3.3 (cf. [4]). 各高さ関数 ξ に対して，箙の同型 ϕ : Q̂
∼=−→ Γ(Db(CQ-modfd)) であって，各 i ∈ I につい

て ϕ(Ii[0]) = (i, ξi) を満たすものがただ一つ存在する．ここで Ii ∈ CQ-modfd は単純加群Mαi
の移入包絡

(injective hull) である．

この同型をアーベル圏（標準的 t構造の中心）CQ-modfd ⊂ Db(CQ-modfd) に制限することによって，単
射 R+ 3 α 7→ ϕ(α) := ϕ(Mα[0]) ∈ Î を得る．これは箙の向き付けに依存する．

例 3.4. A3 型の場合．R+ = {α1, α2, α3, (α1 + α2), (α2 + α3), (α1 + α2 + α3)} である．

(1) Q = (1→ 2→ 3)で高さ関数が (ξ1, ξ2, ξ3) = (2, 1, 0)であるとき，ϕは下図のようになる．

α3 α2 α1

α2 + α3 α1 + α2

α1 + α2 + α3

7→
ϕ

(1,−2) (1, 0) (1, 2)

(2,−1) (2, 1)

(3, 0)

(2) Q = (1→ 2← 3)で高さ関数が (ξ1, ξ2, ξ3) = (2, 1, 2)であるとき，ϕは下図のようになる．

α2 + α3 α1

α2 α1 + α2 + α3

α1 + α2 α3

7→
ϕ

(1, 0) (1, 2)

(2,−1) (2, 1)

(3, 0) (3, 2)

3.3 Hernandez-Leclerc圏 CQ
以上の準備の下で圏 Cのモノイダル部分圏 CQ を定義しよう．集合 Î が生成する自由モノイドP+ := Z≥0Î

および，部分集合 ϕ(R+) ⊂ Î が生成するその部分モノイドP0
+ ⊂P+ を考える．対応

P+ → (1 + uC[u])I ;
∑

(i,p)∈Î

li,p(i, p) 7→

(∏
p

(1− qpu)li,p
)

i∈I

によってこれらを Drinfeld多項式の集合 (1 + uC[u])I （これは多項式の積に関するモノイド）の部分モノイ
ドとみなす．定理 2.2 を用いて Irr C = (1 + uC[u])I と同一視する．このとき，圏 C の Serre 充満部分圏 CZ
(resp. CQ) を Irr CZ = P+ (resp. Irr CQ = P0

+) を満たすものとして定義する．大雑把に言えば圏 CZ は圏 C
から導来圏 Db(CQ-modfd) に対応する部分として切り出された部分圏であり，圏 CQ は圏 CZ の中でさらに
アーベル圏 CQ-modfd ⊂ Db(CQ-modfd)に対応する部分圏である．



さて，次の定理によって圏 CZ は圏 C のモノイダル圏としての骨格にあたる部分だと思える．

定理 3.5 (cf. [5]). 圏 CZ は圏 C のモノイダル部分圏であり，環として K(C) ∼=
⊗

a∈C×/q2Z K(τ∗aCZ)と分解
する．ただし，τa は Uq(Lg)の自己同型で τ∗aL(π(u))

∼= L(π(au))を引き起こすものである．

冪零部分 Lie 代数 n+ ⊂ g を Lie 代数に持つ冪単代数群を N+ と書く．次の定理は圏 CQ が N+ の座標環
C[N+]の圏化 (categorification) を与えることを示している．

定理 3.6 (Hernandez-Leclerc [6]). 圏 CQ は圏 CZ のモノイダル部分圏である．さらに，環の同型K(CQ)⊗Z

C ∼= C[N+]であって，CQ の単純対象の類全体と C[N+]の双対標準基底 (dual canonical basis)*9の間の 1 : 1

対応を引き起こすものが存在する．

したがって，圏 CQ のモノイダル圏構造は座標環 C[N+]における双対標準基底の元の積に関する振る舞い
によってある程度理解される．そして，その部分を記述するのが C[N+]の団代数 (cluster algebra)構造であ
ると見ることができる．

4 主定理とその応用
4.1 圏 CQ と箙多様体
対応 KP(β) 3 (mα) 7→

∑
αmαϕ(α) ∈ P0

+ によって，集合 KP(β)をモノイドP0
+ の部分集合とみなす．

この同一視の下で，P0
+ =

⊔
β∈Q+

KP(β) と書くことができ，この分解は KP(β) + KP(β′) ⊂ KP(β + β′)

を満たす．圏 CQ,β を Irr CQ,β = KP(β) を満たす圏 CQ の Serre 充満部分圏とする．このとき，直和分解
CQ ∼=

⊕
β∈Q+

CQ,β が成り立ち，モノイダル構造に関して Cβ ⊗ Cβ′ ⊂ Cβ+β′ が示される*10．以下 β ∈ Q+ を
固定し，直和因子 CQ,β に焦点をあてることにする．
固定した元 β =

∑
i∈I diαi ∈ Q+ に対して，対応 ϕを用いて π :=

∑
i∈I diϕ(αi) ∈P0

+ ⊂ (1 + uC[u])I と
定義する．この π を Drinfeld多項式 (πi(u))i∈I だと思ってその次数部分 λ :=

∑
i∈I(deg πi)ϖi ∈ P+ を取り

出し，定理 2.3を思い出して対応する準同型Φλ : Uq(Lg)→ KG(λ)(Z(λ))を考える．そして R̂β := lim←−
k

Rλ/r
k
π

とおいて，準同型 Φλ の完備化

Φ̂β : Uq(Lg)→ KG(λ)(Z(λ))→ KG(λ)(Z(λ))⊗Rλ
R̂β =: K̂β

を考察する．Rλ = R(G(λ)) ⊗A C に注意して，G(λ)の 1次元部分トーラス T (∼= C×) ⊂ G(λ)で，rπ に対
応するものをひとつとる．局所化定理により，rπ に対応する完備化を調べる際には，箙多様体M0(λ)の T 固
定部分M0(λ)

T とその上の T の G(λ)における中心化群（これは Gd × T と同型）の作用が重要である．
興味深いことに，今の設定では次が成り立つ．

定理 4.1 (Hernandez-Leclerc [6]). Gd 同変同型M0(λ)
T ∼= Ed が存在する．

空間 Ed とその上の Gd 作用は Gabrielの定理を用いて記述することができ（系 3.2），それを用いて準同型
Φ̂β を詳しく解析することが可能である．その結果として以下の定理を示すことができる．

*9 量子包絡環 Uq(g)を用いて Lusztig, 柏原によって定義された良い基底．
*10 これは Grothendieck環のウェイト分解 C[N+] =

⊕
β∈Q+

C[N+]β に対応している．



定理 4.2 (F. [3]). (1) 準同型 Φ̂β : Uq(Lg) → K̂β による引き戻しは，有限次元加群圏上で圏同値
K̂β-modfd ∼= CQ,β を引き起こす．これによって圏 CQ,β を有限生成加群圏 ĈQ,β := K̂β-modfg の
充満部分圏とみなせる．

(2) 圏 ĈQ,β は箙多様体M(λ)T → Ed の幾何学的性質を反映して，アフィン最高ウェイト構造*11 と呼ばれ
る良いホモロジー代数的構造を持つ．例えば，圏 ĈQ,β は大域次元有限であり，任意の射影加群は変形
局所Weyl加群たちによる有限長のフィルトレーションを持つ．

4.2 応用：Dynkin箙型量子アフィン Schur-Weyl双対性
A型の古典的な Schur-Weyl双対性の量子ループ版として Uq(Lsln) と GL型アフィン Hecke環の有限次元
加群圏の間には良い関手を構成することができ，適当な充満部分圏の間の圏同値を引き起こすことが知られて
いる（量子アフィン Schur-Weyl双対性）．この構成を ADEへ一般化する形で，Kang-柏原-Kim [7]は任意の
Dynkin箙 Qに付随して，対応する箙 Hecke環*12の有限次元加群圏と量子ループ代数 Uq(Lg)の圏 CQ との
間に良いモノイダル完全関手を構成し，単純加群の同型類の上では 1 : 1対応与えることを示した．この状況
で，主定理 4.2を応用して加群圏の構造を比較することにより，Kang-柏原-Kimの関手が圏同値であること
を示すことができる ([3])．
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