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1 Motivation

一般線形 Lie環 g := glm(C) = Matm(C) の標準的な三角分解 g = n− ⊕ t⊕ n+ を考える．ただし，eij を

(i, j)行列単位として n+ =
⊕

1≤i<j≤m Ceij , t =
⊕m

i=1 Ceii とする．

定義 1.1. 一般線形 Lie環 g = glm(C)の Bernstein-Gelfand-Gelfand(BGG)圏 O を以下の性質をみたす加
群M からなる U(g)-Mod *1の充満部分圏として定義する：

(1) M は U(g)加群として有限生成である；

(2) M は U(n+)作用について局所有限である；

(3) M は t 作用に関して，有限次元の同時固有空間（ウェイト空間）の直和に分解する．すなわち，各

λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Λ := Zm に対し，Mλ := {v ∈M | eiiv = λiv, (1 ≤ i ≤ m)} は有限次元であり，
U(t)加群としての直和分解M =

⊕
λ∈Λ Mλ がある．

注意 1.2. 本稿では簡単のためウェイトはすべて整ウェイトとする．

BGG圏 O はアーベル圏であり，各対象は有限長の組成列を持つ．圏 O の単純対象は既約最高ウェイト加
群であり，これは最高ウェイトが支配的でない限り無限次元である．既約最高ウェイト加群は Verma加群の

単純商として構成される．圏 O は有限次元加群圏と違って半単純ではないが，Verma加群（及びその双対）

が単純対象及び射影対象と相補的に関係し，非常に良いホモロジー代数的性質を持つ．これを抽象化したのが

Cline-Parshall-Scott [4]による “最高ウェイト圏’’の概念である

さて，Hn を GLn の退化アフィン Hecke環とし，Hn-modfd でHn の有限次元加群圏を表す．荒川-鈴木は

[1, 11]において，共形場理論のアイデアに基づいて，完全関手 O → Hn-modfd を代数的に構成した．この関

手は gの Verma加群をHn の放物誘導加群（放物型部分環の 1次元表現からの誘導として得られる）に写し，

Hn の既約表現の指標の決定問題を圏 O における Kazhdan-Lusztig予想に帰着させるという意味で良い対応

を与える．

一方で，最近の研究（Brundan-Kleshchev-McNamara [3], 加藤 [7]）により，Hn（の中心指標に関する完

備化）の有限生成加群圏には最高ウェイト圏の変種である “アフィン最高ウェイト圏”の構造が存在すること

が明らかになった．そこで，荒川-鈴木関手を使って，Lie環サイドと Hecke環サイドの表現論を圏の構造に
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*1 本稿を通じて，代数 Aに対し，A-Mod はすべての左 A加群のなす圏を，A-modはすべての有限生成左 A加群のなす圏を表す
とする．
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着目してより精密に比較できないかと考えたくなる．ところが，Hecke環サイドのアフィン最高ウェイト圏で

は組成列は有限長とは限らず，放物誘導加群の極大自己拡大が重要な役割を担っており，アーベル圏としては

Lie環サイドの圏 O と比べて非常に大きい．そこで関手の定義域として Lie環サイドの圏を，BGG圏 O を
含み，一般には組成列が無限長の加群からなり，特に Verma 加群の極大自己拡大を含む圏にまで広げたい．

そのためには BGG圏の定義 1.1(3)の “同時固有空間”を “同時一般固有空間”にゆるめ，さらに Verma加群

の極大自己拡大が存在できるように射影極限で閉じた圏を考えるべきである．このように考えると，BGG圏

の代わりに変形 BGG圏 Õを考えるというアイデアに自然に行き着く．変形 BGG圏 Õは Soergel [9, 10]に

よって導入され，Kazhdan-Lusztig型の組み合わせ論への圏論的アプローチである Soergel双加群の理論の端

緒となった興味深い研究対象である．

本稿では荒川-鈴木関手を変形 BGG 圏 Õ 上で考察し，関手が変形 BGG 圏のブロックを退化アフィン

Hecke環の加群圏に充満忠実に埋め込むことを見る．充満忠実性の証明には，アフィン最高ウェイト圏におけ

る傾加群 (tilting module)の理論 [6]を応用する．

2 BGG圏 Oと変形 BGG圏 Õ
ウェイトの集合 Λに半順序 ≤を

λ ≤ µ⇔

{∑j
i=1 λi ≤

∑j
i=1 µi, (∀j = 1, 2, . . . ,m− 1);

and
∑m

i=1 λi =
∑m

i=1 µi

によって定義する. ウェイト λ ∈ Λは λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm をみたすとき支配的であるといい，支配的ウェイ

ト全体の集合を Λ+ とする．ウェイトの集合 Λには自然に対称群Sm が作用し，各Sm 軌道は ≤に関する最
大元として支配的ウェイトをただひとつ含むことに注意する．

支配的ウェイト ρ := (0,−1,−2, . . . ,−m + 1) ∈ Λ+ を固定し，各 λ ∈ Λ に対して，最高ウェイト λ − ρ

の Verma 加群を M(λ)，その唯一単純商を L(λ) とする．定義より M(λ), L(λ) ∈ O であり，圏 O の任意
の単純対象はある λ ∈ Λ について L(λ) に同型である．Harish-Chandra の定理より，Smλ ∩ Smµ = ∅
ならば Ext1O(L(λ), L(µ)) = 0 であることが従う．よって，支配的ウェイト λ ∈ Λ+ に対し，λ の Sm 軌道

Πλ := Smλに属するウェイトに対応する単純対象たち {L(µ) | µ ∈ Πλ}が生成する圏 O の Serre部分圏を

Oλ とすると，圏 Oのブロック分解 O =
⊕

λ∈Λ+ Oλ を得る．

各ブロック Oλ は [4]の意味で最高ウェイト圏である．すなわち，各 µ ∈ Πλ について

(1) Verma加群の根基 radM(µ) （自然な全射M(µ)→ L(µ)の核）の各組成因子はある ν < µ (ν ∈ Πλ)

に対応する単純対象 L(ν)に同型である;

(2) 単純加群 L(µ)の射影被覆 P (µ) ∈ Oλ について，自然な全射 P (µ)→M(µ)の核は ν > µ (ν ∈ Πλ) に

対応する Verma加群M(ν)たちによるフィルトレーションを持つ．

また，双対 Verma加群（:=Verma加群の restricted dual）M(µ)∨ ∈ Oλ は次の性質で特徴づけられる：

ExtiO(M(ν),M(µ)∨) =

{
C i = 0, ν = µ;

0 otherwise.
(2.1)

ウェイト µ, ν ∈ Πλ に対して，双対 Verma加群M(µ)∨ における L(ν)の組成重複度を [M(µ)∨ : L(ν)]，直

既約射影加群 P (ν)の VermaフィルトレーションにおけるM(µ)の重複度を (P (ν) : M(µ))とすると，(2.1)

により，等式 (P (ν) : M(µ)) = [M(µ)∨ : L(ν)] が成り立つ（BGG相互律）．
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さて，次に変形 BGG圏 Õを定義し，その性質を述べよう．R := C[[z1, . . . , zm]]をm変数形式的冪級数環

とし，mでその極大イデアルを表す．SpecRは t∗ の原点 0における形式的無限小近傍と見なせる．

定義 2.1. 一般線形 Lie環 g = glm(C)の変形 BGG圏 Õ を，以下の性質をみたす加群M たちのなす (g, R)

双加群全体のなす圏 (U(g)⊠C R)-Mod の充満部分圏として定義する：

(1) M は (g, R)双加群として有限生成である；

(2) M は U(n+)作用について局所有限である；

(3) 各 λ ∈ Λに対し，部分 (t, R)双加群M(λ) := {v ∈M | eiiv = v(λi + zi), (1 ≤ i ≤ m)}は（右）R加

群として有限生成であり，(t, R)双加群としての直和分解M =
⊕

λ∈Λ M(λ)がある．

圏 Õ は Noether的アーベル圏だが，対象の組成列は一般に無限長である．圏 Õ において Rが自明に作用

（すなわち，mが 0で作用）する対象がなす充満部分圏は通常の BGG圏 O と自然に同一視される．
圏 Õ には，Verma加群の極大自己拡大として以下に定義する変形 Verma加群が属す．各 λ ∈ Λに対して

最高ウェイト λ− ρの変形 Verma加群 M̃(λ)を誘導によって

M̃(λ) := U(g)⊗U(t⊕n+) Rλ−ρ

と定義する．ただし，ここで Rµ は以下の性質で決まる (t⊕ n+, R)双加群である：

•（右）R加群として Rµ
∼= R；

• eii · 1 = µi + zi (1 ≤ i ≤ m);

• eij · 1 = 0 (1 ≤ i < j ≤ m).

定義より，M̃(λ)/M̃(λ)m ∼= M(λ) であるので，変形 Verma加群は通常の Verma加群M(λ)を t∗ の原点

の無限小近傍上で変形した加群と見なせる．

定理 2.2 (Soergel [9, 10], Fiebig [5] *2). 変形 BGG圏 Õ について，以下が成り立つ：

(1) 各 λ ∈ Λ+ に対し，変形 Verma加群たち {M̃(µ) | µ ∈ Πλ}が生成する圏 Õ の Serre部分圏を Õλ と

すると，アーベル圏の直和分解 Õ =
⊕

λ∈Λ+ Õλ がある（ブロック分解）．また，Rが自明に作用する

Õλ の充満部分圏は Oλ に自然に同一視される；

(2) 各ブロック Õλ は以下の性質をみたす：

（a）単純加群 L(µ) (µ ∈ Πλ) の圏 Õλ における射影被覆 P̃ (µ) が存在して，P̃ (µ)/P̃ (µ)m ∼= P (µ) を

みたす．さらに，自然な全射 P̃ (µ) → M̃(µ)の核は ν > µ (ν ∈ Πλ) に対応する変形 Verma加群

M̃(ν)たちによるフィルトレーションを持つ；

（b）各 µ ∈ Πλ について，EndÕ(M̃(µ)) ∼= R;

（c）各 µ, ν ∈ Πλ について，HomÕ(P̃ (µ), M̃(ν))は有限階数の自由 EndÕ(M̃(ν))(∼= R)加群である；

（d）双対 Verma加群M(ν)∨ (ν ∈ Πλ)は圏 Õλ において次の性質で特徴付けられる：

ExtiÕ(M̃(ν),M(µ)∨) =

{
C i = 0, ν = µ;

0 otherwise.

特に (P̃ (ν) : M̃(µ)) = [M(µ)∨ : L(ν)] が成り立つ（BGG相互律）．

*2 Fiebigは Soergelの仕事を Kac-Moody代数の場合に一般化した．
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単純対象が有限半順序集合でパラメータ付けられ，定理 2.2(2)の条件 (a), (b), (c) をみたす圏を一般にア

フィン最高ウェイト圏と呼ぶ．アフィン最高ウェイト圏は，Kleshchev [8]によって次数付き代数の設定で導

入され，通常の最高ウェイト圏に類似の，例えば上記定理 2.2 (2)の (d)のような良いホモロジー代数的性質

をみたす．一般のアフィン最高ウェイト圏においては，圏 Õ の変形 Verma 加群に対応する対象を標準対象

(standard object)，Verma加群に対応する対象を被約標準対象 (proper standard object)，双対 Verma加群

に対応する対象を被約余標準対象 (proper costandard object) と呼び，標準対象の自己準同型環が (次数付

き，あるいは完備な)アフィン代数であることを要請する*3．一般には標準対象ごとに自己準同型環の構造は

異なる．ウェイト µ ∈ Πλ にかかわらず EndÕ(M̃(µ)) ∼= Rとなるのは，変形 BGG圏の特殊事情である．

3 退化アフィン Hecke環の表現論

ここでは，退化アフィン Hecke環 Hn のアフィン最高ウェイト表現論について概観する．

定義 3.1. GLn の退化アフィン Hecke環 Hn は {x1, . . . xn} ∪ {s1, . . . , sn−1} を生成元として，以下の関係
式で定義される C代数である：

xixj = xjxi, s2i = 1,

sisi+1si = si+1sisi+1, sisj = sjsi if |i− j| > 1,

xi+1si = sixi + 1, xjsi = sixj if j ̸= i, i+ 1.

定義より，Hn において {x1, . . . , xn} が生成する部分代数は n変数多項式環 Pn := C[x1, . . . , xn]に同型で

あり，{s1, . . . , sn−1}が生成する部分代数は n次対称群 Sn の群代数 CSn に同型である．

命題 3.2 (Bernstein, Lusztig).

(1) (CSn, Pn)双加群として，Hn
∼= CSn ⊗C Pn;

(2) 退化アフィン Hecke 環 Hn の中心 Z(Hn) は対称多項式環と同一視される．すなわち，Z(Hn) =

(Pn)
Sn．

さて，次の図のような，整数の集合 Zを頂点集合とする A∞ 型の線形箙 Γ∞ を考える：

Γ∞ · · · −2◦ −1◦ 0◦ 1◦ 2◦ · · ·

Q :=
⊕

i∈Z Zαi で A∞ 型のルート格子を表し，Q+ :=
∑

i∈Z Z≥0αi を単純ルートの張るモノイドとする．相

異なる整数 i, j ∈ Z (i < j)に対して，対応する整ルート α(i, j)を α(i, j) := αi + αi+1 + · · · + αj−1 ∈ Q+

によって定める．また，各元 β =
∑

i∈Z niαi ∈ Q+ についてその高さを ht(β) :=
∑

i∈Z ni で決める．

今，元 β ∈ Q+ の高さが，退化アフィン Hecke 環 Hn のランク n に等しい，すなわち ht(β) = n である

としよう．このとき，β を n 個の整数の（順序なしの）組とみなす．すなわち，β ∈ Zn/Sn ⊂ Cn/Sn =

Specm(Z(Hn))である．ここで最後の等号には命題 3.2 (2)を用いた．こうして，Hnの中心 Z(Hn)の βにお

ける完備化 Ẑ(Hn)β を考えることができ，Hnの βにおける中心完備化を Ĥβ := Hn⊗Z(Hn) Ẑ(Hn)β によって

定義する．中心完備化 Ĥβ の有限次元加群は，Hnの有限次元加群であって各 z ∈ Z(Hn) = C[Cn/Sn]に対し

て z− z(β)が冪零に作用するものと自然に同一視できる．すなわち，後者のなすアーベル圏Hn-modfd,β は自

*3 これがアフィン最高ウェイト圏の “アフィン”の由来である．
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然に Ẑ(Hn)β-modの充満部分圏である．また，中心完備化 Ĥβ の単純加群はすべて有限次元である．中心完備

化 Ĥβ の単純加群（の同型類）は β のKostant分割，すなわち正ルートの集合 π = {α(i1, j1), . . . , α(im, jm)}
で，α(i1, j1) + · · ·+ α(im, jm) = β をみたすものによってパラメトライズされることが知られている．β の

Kostant分割全体のなす有限集合を KP(β)と表す．

一方，β ∈ Q+ に対し，線形箙 Γ∞ の表現で次元ベクトルが β に一致するもの全体の空間 L(β) :=⊕
i∈Z HomC(Cni ,Cni+1)を考えよう．空間 L(β)には自然に群 G(β) :=

∏
i∈Z GL(Cni) が作用し，その軌道

は表現の同型類に対応する．箙 Γβ の直既約表現の同型類はその次元ベクトルで決まり，それはある正ルート

α(i, j)に一致する．したがって，次の 2つの集合の間の自然な 1 : 1対応が存在する：

KP(β)
1:1←→ L(β)/G(β) = {L(β) における G(β)軌道 }.

右辺には G(β)軌道の閉包の包含関係によって半順序が定まっている．そこで，この半順序の逆が上記 1 : 1

対応を通じて KP(β)に定める半順序を ≤で表すことにする．

定理 3.3 (Brundan-Kleshchev-McNamara [3], 加藤 [7]). 中心完備化 Ĥβ 上の有限生成加群圏 Ĥβ-modは，

半順序集合 (KP(β),≤)に関してアフィン最高ウェイト圏である．

実際には，[3]および [7]は有限型 KLR代数の加群圏がアフィン最高ウェイト圏の構造を有することを証明

している．退化アフィン Hecke環についての上記定理 3.3は，β に対応する A∞ 型の KLR代数の完備化が

Ĥβ に同型であるという Brundan-Kleshchev [2]の定理を介して従う．

4 荒川-鈴木関手

この節では荒川-鈴木関手の構成と本稿の主結果を述べる．

最初は，Lie環 g = glm(C)のランクmと退化アフィン Hecke環 Hn のランク nは互いに無関係にとる．

Lie 環 g の Casimir 作用素 Ω ∈ U(g) ⊗ U(g) を Ω :=
∑

1≤i,j≤m eij ⊗ eji で定義する．Lie 環 g の表現

M1,M2 に対し，それらのテンソル積M1 ⊗M2 には Ωが，g作用と可換な線形作用素として作用する．これ

を Ω(M1,M2) ∈ Endg(M1 ⊗M2)と書き表すことにする．

さて，V := Cm を g = glm(C)のベクトル表現とする．

命題 4.1 (荒川-鈴木 [1, 11]). 任意の g加群M に対し，テンソル積空間M ⊗ V ⊗n 上に退化アフィン Hecke

環 Hn の右作用が次で定まる：

• 対称群 CSn ⊂ Hn は V ⊗n のテンソル成分の置換で作用する；

• 多項式生成元 xi は Casimir作用素 Ω(M ⊗ V ⊗(i−1), V )⊗ id
⊗(n−i)
V として作用する．

言い換えると，上記により C代数の準同型 Hn → Endg(M ⊗ V ⊗n)op を得る．

定義 4.2. 命題 4.1においてM = M̃(ρ)ととることによって，荒川-鈴木関手 Φを次のように定義する：

Φ : Õ(glm)→ Hn-Mod; M 7→ HomÕ(M̃(ρ)⊗ V ⊗n,M).

定理 2.2で記述したアフィン最高ウェイト圏の構造により，支配的ウェイト ρに対応する変形 Verma加群

M̃(ρ)は圏 Õ の射影対象であり，したがって有限次元表現とのテンソル積 M̃(ρ) ⊗ V ⊗n も Õ の射影対象で
ある．ゆえに，荒川-鈴木関手 Φは完全関手である．
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注意 4.3. 荒川-鈴木 [1, 11]は，一般の支配的ウェイト ν に対応する（通常の）Verma加群を用いて，関手

Φ̄ν := HomO(M(ν)⊗ V ⊗n,−) : O → Hn-modfd

を定義し，考察している．本稿の定義 4.2 は Verma加群の代わりに変形 Verma加群を用いて，しかも簡単の

ためウェイトを ρに固定している．しかし，定義 4.2の関手を通常の BGG圏 O に制限したものは Verma加

群M(ρ)を用いて定義したものと一致する．すなわちM ∈ Oならば Φ(M) = Φ̄ρ(M) が成り立つ．また，本

稿の主定理 4.4は ρを任意の正則支配的ウェイト ν に置き換えても同様に成り立つ．

さて，支配的ウェイト λ ∈ Λ+ で，条件 λm > 0をみたすものを固定する*4．この λに対して β ∈ Q+ を，

β :=
∑m

i=1 α(ρi, λi)と定め，退化アフィン Hecke環 Hn のランク nを n := ht(β)と取り直す．各ウェイト

µ ∈ Πλ, に対して Kostant分割 πµ ∈ KP(β) を

πµ := {α(ρ1, µ1), α(ρ2, µ2), . . . , α(ρm, µm)}.

によって定義する．条件 λm > 0より πµ は well-definedである．このとき次の定理が本稿の主結果である．

定理 4.4 ([6]). 荒川-鈴木関手はブロック Õλ に制限することで，次の充満忠実な埋め込みを誘導する：

Φ : Õλ
f.f.−→ Ĥβ-mod.

以下，証明の概略を説明する．アフィン最高ウェイト圏 Ĥβ-modにおいて，Kostant分割 π ∈ KP(β)に対

応する標準対象，被約標準対象，被約余標準対象をそれぞれ ∆(π), ∆̄(π), ∇̄(π)と表す．この時，各ウェイト
µ ∈ Πλ について直接計算によって，同型

Φ(M̃(µ)) ∼= ∆(πµ), Φ(M(µ)) ∼= ∆̄(πµ), Φ(M(µ)∨) ∼= ∇̄(πµ)

を証明できる*5．したがって荒川-鈴木関手は自然に Õλ → Ĥβ-modという完全関手を導く．

更に，パラメータの対応
Πλ ∋ µ 7→ πµ ∈ KP(β)

は半順序を保つ単射であり，この写像は半順序集合 Πλ と部分半順序集合

KP(β)≤πλ := {π ∈ KP(β) | π ≤ πλ}

の間の同型を与えていることがわかる．このとき一般論により，部分集合 KP(β)≤πλ に対応する標準加群で

生成される Serre部分圏 Ĥβ-mod≤πλ も自然にアフィン最高ウェイト圏になる．

次の命題はアフィン最高ウェイト圏における傾加群の理論を用いて証明される．

命題 4.5 ([6]). 中心 (categorical center)がともに十分大きい*62つのアフィン最高ウェイト圏の間の完全関

手 F : C1 → C2 が次の（順序を保つ）1 : 1対応を引き起こすとする：

{C1の標準対象（の同型類）}
1:1←→ {C2の標準対象（の同型類）},

{C1の被約余標準対象（の同型類）}
1:1←→ {C2の被約余標準対象（の同型類）}.

このとき，関手 F は圏同値 C1 ≃ C2 を与える．

*4 この条件 λm > 0 は本質的ではない．なぜなら，ウェイトを一斉に平行移動することで圏同値 Oλ
∼= Oλ+(k,k,...,k) を得るから

である．
*5 被約標準対象についての同型は [1]ですでに証明されている．
*6 正確には C ∼= A-modと書いた時，代数 Aがその中心上の加群として有限生成であることが条件である．
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変形 BGG圏 Õ と圏 Ĥβ-mod≤πλ はともに中心が十分大きいので命題 4.5が適用できて，荒川-鈴木関手 Φ

が圏同値 Õλ ≃ Ĥβ-mod≤πλ を与えることが従う．以上で定理 4.4の証明が完結する．

注意 4.6. (1) アフィン最高ウェイト圏の一般論 [8]より，削除充満部分圏 Ĥβ-mod≤πλ は代数 Ĥβ のある

商代数 Ĥ≤πλ

β の加群圏と同一視できる, すなわち，Ĥβ-mod≤πλ = Ĥ≤πλ

β -mod. したがって定理 4.4の

我々の証明は変形 BGG圏のブロック Õλ が退化アフィン Hecke環の適当な完備化の商代数上の加群

圏と同一視できることを示している．

(2) Verma加群を用いて定義されたオリジナルの荒川-鈴木関手 Φ̄ρ と定理 4.4は次の可換図式で関連づけ

られる：

Õλ Ĥβ-mod

Oλ Hn-modfd,β

Φ

Φ̄ρ

上辺 Φが充満忠実なので下辺 Φ̄ρ も充満忠実である．同様に，荒川-鈴木 [1, 11]によるオリジナルの関

手 Φ̄ν は ν が正則支配的ウェイトの時（適当なブロック Oλ の上で）充満忠実である．
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