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■本講義の概要 リー代数（リー環）の表現論について講義を行う．表現論は種々の代数
系のベクトル空間への作用を通じて対称性を研究する数学の一分野である．表現論で扱う
代数系の中でも特に連続パラメータを持つ対称性であるリー群とその局所的構造を捉えた
概念であるリー代数は基本的であり，数学の諸分野のみならず理論物理でも重要である．
本講義ではリー群とリー代数およびそれらの表現の概念について簡単に説明したのち，複
素リー代数とその表現論の基礎的事項について解説する．

■参考文献について 本講義の主要な参考文献として Humphreys [2] および Fulton–

Harris [1]を挙げておく．京都大学の学生はどちらも電子書籍が利用可能だと思う．その
他の文献については講義中またはこの講義ノートの中で適宜紹介する．
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1 導入
1.1 対称性と群
与えられた数学的対象 X に対し，その自己同型全体の成す集合を Aut(X) と表す*1．
多くの場合 X は「集合 +付加構造」という形をしており，この講義ではそのような場合
のみを考える．このとき

Aut(X) = {f : X → X | f は X の付加構造と整合的な写像で可逆なもの }

となる．この集合 Aut(X)を「X の対称性」と思うことができる．

例 1.1 (正三角形の対称性). 例えば X が Euclid空間 Rn 内の図形であるとき，

Aut(X) = {f : X → X | f は任意の 2点間の直線距離を保つ全単射 }

であるとする．例えば X が正三角形4 ⊂ R2 である場合を考えよう．

Aut(4) = {id4, R1, R2, S1, S2, S3}

である．ただし，id4 は恒等写像であり，写像 R1, R2 および S1, S2, S3 はそれぞれ以下
で与えられる回転および鏡映である：

id4 :

120◦

R1 :

120◦

R2 :

S1 : S2 : S3 :

*1 Aut(X)を正確に定義するには圏論 (category theory) の用語を使う．上で「数学的対象 X」と言った
とき，正確には X はある圏 (category) C の対象 (object) であると仮定している．このとき Aut(X)

は，圏 C に依存するので，正確には AutC (X)などと書くべきであり，その定義は
AutC (X) := {f ∈ C (X,X) | ∃f ′ ∈ C (X,X) s.t. f ◦ f ′ = idX = f ′ ◦ f}

である．ここで圏 C の対象 X,Y に対して，C (X,Y )は X から Y への射 (morphism)の集合を表し，
idX ∈ C (X,X)は恒等射 (identity)を表す．用語については [5]など圏論の教科書を参照されたい．
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集合 Aut(X) は写像の合成 (f, g) 7→ f ◦ g で閉じている．ここで x ∈ X に対し，
(f ◦ g)(x) := f(g(x))である．絵で描くと

X
g //

f◦g
;;X

f // X .

例 1.2 (例 1.1の続き). 集合 Aut(4)において f ◦ g を計算すると次表のようになる．こ
のような表は乗算表と呼ばれる．

f \ g id4 R1 R2 S1 S2 S3

id4 id4 R1 R2 S1 S2 S3

R1 R1 R2 id4 S3

R2 R2

S1 S1

S2 S2

S3 S3

レポート問題 1. 上の空欄を埋めて Aut(4)の乗算表を完成させよ．

定義 1.3 (群). 集合 Gに，積と呼ばれる写像 G × G → G; (g, h) 7→ ghで以下の条件を
満たすものが与えられているとき，Gは群 (group)であるという．

(1) 結合律：任意の g1, g2, g3 ∈ Gについて (g1g2)g3 = g1(g2g3)が成り立つ．
(2) 単位元の存在：ある元 e ∈ Gが存在して，任意の g ∈ Gについて eg = g = geを
満たす．

(3) 逆元の存在：任意の元 g ∈ Gに対し，元 g−1 ∈ Gが存在して gg−1 = e = g−1g を
満たす．

注意 1.4. 単位元は一意的に決まる．実際，元 e, e′ ∈ G が「任意の g ∈ G について
eg = g = ge′」を満たすならば，e = ee′ = e′ である．また各元 g ∈ Gに対してその逆元
は一意的に決まる．実際，元 g′, g′′ ∈ Gが gg′ = e = g′′g を満たすならば，

g′ = eg′ = (g′′g)g′ = g′′(gg′) = g′′e = g′′.

命題 1.5. Aut(X) は写像の合成を積とする群である．Aut(X) を X の自己同型群
(automorphism group)と呼ぶ．

Proof. (1)写像の合成は結合律を満たす．(2)恒等写像 idX が単位元を与える．(3)逆元
の存在は Aut(X)の定義において要請されている．
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例 1.6 (対称群). 自然数 nに対し，n元集合 [n] := {1, 2, 3, . . . , n}を考える．その自己
同型群

Sn := Aut([n]) = {f : [n]→ [n] | f は全単射（=置換）}

を n次対称群 (symmetric group)という．これは n!個の元からなる有限群である．

例 1.7 (一般線形群). 体 K上のベクトル空間 V に対して，その自己同型群を

GL(V ) := Aut(V ) = {f : V → V | f は K線形同型 }

と書く．これを一般線型群 (general linear group) という．V = Kn（列ベクトルのなす
空間とみなす）のとき，行列を列ベクトルに左から掛けることによって，K係数 n次正方
行列と Kn から Kn への K線形写像を同一視する．このとき，GL(Kn)は

GLn(K) := {A ∈ Matn(K) | detA 6= 0}

と同一である．ここでMatn(K)は K係数 n次正方行列全体を表す．

定義 1.8. 群 Gの 2元 g, hは gh = hg を満たすとき可換であるという．任意の 2元が可
換であるような群を可換群（またはAbel群）という．

例 1.9. 整数全体の集合 Zは，通常の加法 (m,n) 7→ m+ nを積として可換群になる．

例 1.10. 自己同型群 Aut(X)は一般に非可換群である．

(1) Aut(4)は非可換である，例えば R1 ◦ S1 = S3, S1 ◦ R1 = S2 によって R1 と S1

は可換でないことがわかる．
(2) 対称群 Sn は n = 1, 2の場合を除いて非可換群である．
(3) 一般線形群 GLn(K)は n = 1の場合 GL1(K) = K× を除いて非可換群である．

1.2 作用と表現
ここまで与えられた数学的対象の対称性として群という代数構造が自然に現れることを
見てきたが，ここからは逆に抽象的に群が与えられたときそれをある数学的対象の対称性
（の一部）として実現することを考える．これが群の作用の概念である．その中でもベク
トル空間への作用が基本的であり，これを特に群の表現と呼ぶ．

定義 1.11 (群準同型). 2つの群 Gと G′ の間の写像 ρ : G→ G′ は，条件

ρ(gh) = ρ(g)ρ(h) (∀g, h ∈ G)
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を満たすとき，群準同型 (group homomorphism)であるという．

注意 1.12. ρ : G→ G′ は群準同型であるとする．e ∈ G, e′ ∈ G′ をそれぞれの単位元と
すると ρ(e) = e′ である．実際，e = eeより ρ(e) = ρ(ee) = ρ(e)ρ(e)であるが，この両
辺に左（もしくは右）から ρ(e)−1 を掛ければ e′ = ρ(e)を得る．また，任意の元 g ∈ G
に対して ρ(g−1) = ρ(g)−1 である．実際，e = gg−1 より

e′ = ρ(e) = ρ(gg−1) = ρ(g)ρ(g−1)

であるから，この両辺に ρ(g)−1 を左から掛けると

ρ(g)−1 = ρ(g)−1(ρ(g)ρ(g−1)) = (ρ(g)−1ρ(g))ρ(g−1) = ρ(g−1).

例 1.13. 以下は線形代数学の講義でおなじみの準同型である．

(1) 置換 σ ∈ Sn に対して，その符号 sgn(σ) ∈ {1,−1}が定まったことを思い出そう．
写像 sgn: Sn → {1,−1}は群準同型である．

(2) 可逆な行列 A ∈ GLn(K) に対し，その行列式 detA ∈ K× をかえす写像
det : GLn(K)→ K× は群準同型である．

定義 1.14 (群の同型). 群準同型 ρ : G → G′ が同型 (isomorphism)であるとは，逆向き
の群準同型 ρ′ : G′ → G であって ρ ◦ ρ′ = idG かつ ρ′ ◦ ρ = idG′ を満たすものが存在
することをいう*2．2 つの群 G と G′ の間に同型写像が存在するとき，G と G′ は同型
(isomorphic)であるといい，G ∼= G′ と書く．同型 ∼=は同値関係である．

例 1.15. 正三角形4の 3頂点に p1, p2, p3 とラベルをつける．自己同型 f ∈ Aut(4)は
頂点の置換を引き起こすので，ある σ ∈ S3 が存在して，任意の i ∈ {1, 2, 3} に対して
f(pi) = pσ(i) を満たす．この対応 f 7→ σ は群同型写像 Aut(4)→ S3 を引き起こす．し
たがって Aut(4) ∼= S3 である．

レポート問題 2. 例 1.15の同型 Aut(4) ∼= S3 を証明せよ（なぜ対応 f 7→ σ は同型写像
か？）．より一般に，正 n角形 Pn ⊂ R2 (n ≥ 3)について Aut(Pn)と Sn は同型か？

*2 これは ρが全単射であることと同値である．
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例 1.16. n次元 Kベクトル空間 V について，V の基底 {v1, v2, . . . , vn}を選ぶと，

ϕ


c1
c2
...
cn

 := c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn

によって線形同型 ϕ : Kn '−→ V が定まる．このとき，対応 f 7→ ϕ−1 ◦ f ◦ ϕは群の同型
GL(V )

'−→ GL(Kn) = GLn(K)を与える．したがって GL(V ) ∼= GLn(K)である．

定義 1.17 (群の作用). 群 Gと数学的対象 X について，群準同型写像 ρ : G → Aut(X)

を群GのX への（左）作用 (action)と呼ぶ．このとき群GはX に作用しているという．

注意 1.18. 群の作用 ρ : G → Aut(X)が与えられたとき，誤解の生じない場合は ρを明
示せず

gx := ρ(g)(x) (g ∈ G, x ∈ X)

と書くことも多い．このとき任意の g, h ∈ Gと x ∈ X について

g(hx) = (gh)x, ex = x (1.1)

が成り立つ（ただし e ∈ Gは単位元）．
逆に，群 Gと数学的対象X に対し，写像 G×X → X; (g, x) 7→ gxであって，任意の

g, h ∈ Gと x ∈ X について (1.1)を満たし，かつ各 g ∈ Gについて写像 x 7→ gxがX の
付加構造と整合的であるようなものが与えられたとき，ρ(g)(x) := gx とおいて G の X

への作用 ρ : G→ Aut(X)が定まる．（したがってこちらを作用の定義としてもよい．）

定義 1.19 (群の表現). Kは体であるとする．群 Gの Kベクトル空間への作用を，群 G

の（K上の）表現 (representation)という．すなわち，群 Gの（K上の）表現とは Kベ
クトル空間 V と群準同型写像 ρ : G → GL(V ) からなる組 (V, ρ) のことである．誤解の
生じない場合は ρを明示せず，単に V を Gの表現と言うことも多い．また

gv := ρ(g)(v) (g ∈ G, v ∈ V )

と略記することも多い．ベクトル空間 V の次元 dimK V を表現 (V, ρ)の次元という．

例 1.20 (一般線形群 GL(V )の自然表現). 任意の Kベクトル空間 V について，恒等写
像 idGL(V ) : GL(V )→ GL(V )は，GL(V )の表現 (V, idGL(V ))を定める．
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例 1.21 (自明表現). 任意の群 G と任意の K ベクトル空間 V について，すべての元
g ∈ Gを単位元 idV ∈ GL(V )にうつす自明な群準同型写像 G→ GL(V )によって，V は
Gの表現となる．このような表現を自明表現と呼ぶ．

例 1.22. 例 1.13 の群準同型写像 sgn: Sn → {1,−1} ⊂ K× = GL1(K) および
det : GLn(K)→ K× = GL1(K)は，それぞれSn の 1次元表現 (K, sgn)およびGLn(K)

の 1次元表現 (K, det)を定める．

表現は作用の特別な場合であるが，線形代数のいろいろなテクニックを駆使して研究で
きるという利点がある．また次の例 1.23のように，適切に関数空間などを考えることで
群作用から自然に表現を構成できる場合もある．

例 1.23. 群 Gが集合 X に作用しているとする．F (X) := {ϕ : X → K}を X 上の K値
関数全体の集合とする．F (X) は通常の関数の和とスカラー倍によって K ベクトル空間
となる．写像 π : G→ Aut(F (X))を

(π(g)(ϕ))(x) := ϕ(g−1x) (g ∈ G,ϕ ∈ F (X), x ∈ X)

によって定義すると，π は群準同型である．このように群 Gの表現 (F (X), π)を得る．

レポート問題 3. 例 1.23の写像 π が群準同型であることを確かめよ．

1.3 Lie群とその Lie代数
一般線形群 GLn(R)や GLn(C)のように連続パラメータをもち，その上で微積分が展
開できるような群を Lie群と呼ぶ*3．Lie群 Gに対してその Lie代数 LieGと呼ばれる線
形代数的データを付与することができ，LieGは Gの局所的な構造を完全に決定する．
ここでは以上の事実を，Gが線形 Lie群（一般線形群の閉部分群）の場合に限定して，
多様体論を用いずに概説する．

注意 1.24. ここから §1の終わりまでは §2以降の内容の動機づけであり，かなり大雑把
な説明も多く含んでいるので，理解できない部分があってもあまり気にせず，何となく雰
囲気がつかめれば大丈夫です．一般の場合も含めて厳密にしっかり理解したいという方は
[9, 特に 5, 6章]などを参照してください．

*3 一般に Lie 群 G とは群かつ可微分（C∞ 級）多様体であって「積写像 G × G → G; (g, h) 7→ gh およ
び逆元をとる写像 G → G; g 7→ g−1 がともに可微分多様体の間の C∞ 写像である」という条件を満た
すもののことである．
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定義 1.25 (部分群). 群 Gの部分集合H が Gの単位元を含み，積および逆元で閉じてい
る，すなわち条件「g, h ∈ H ならば gh ∈ H」および「h ∈ H ならば h−1 ∈ H」を満た
すとき，部分群であるという．

注意 1.26. 部分群 H ⊂ Gはそれ自身が自然に群であり，包含写像 H ↪→ Gは群準同型
である．また 2つの部分群 H,H ′ ⊂ Gに対し H ∩H ′ も部分群である．

例 1.27. 任意の自然数 nに対し，GLn(R)は GLn(C)の部分群と見ることができる．実
際 X = (Xij) ∈ Matn(C)に対し，X := (Xij)をその複素共役とすれば

GLn(R) = {X ∈ GLn(C) | X = X} ⊂ GLn(C).

以下，nを自然数とし，K = Rまたは K = Cとする．

例 1.28 (特殊線形群). GLn(K)の部分集合

SLn(K) := {X ∈ GLn(K) | detA = 1}

は部分群である．実際，SLn(K) は単位行列 In を含み，X,Y ∈ SLn(K) ならば
det(XY ) = (detX)(detY ) = 1 かつ 1 = det(XX−1) = (detX)(detX−1) = detX−1

より XY,X−1 ∈ SLn(K)である．SLn(K)を特殊線形群 (special linear group)という．

注意 1.29. 一般に群準同型 ρ : G → G′ の核 (kernel) ρ−1(e′) ⊂ G（e′ は G′ の単位元）
は Gの部分群である．例 1.28の SLn(K)は det : GLn(K)→ K× の核である．

例 1.30 (直交群). 直交行列全体のなす GLn(K)の部分集合

On(K) := {X ∈ GLn(K) | tXX = In}

は部分群である．ここで tX は行列 X の転置を表す．On(K) を直交群 (orthogonal

group)と呼ぶ．また
SOn(K) := On(K) ∩ SLn(K)

を特殊直交群 (special orthogonal group) と呼ぶ．K = Rのとき，On(R)を Rn の標準
的な正定値内積 x · y := txy =

∑n
i=1 xiyi を保つ行列全体と見ることもできる．すなわち

On(R) = {X ∈ Matn(R) | (Xx) · (Xy) = x · y, ∀x, y ∈ Rn}.

なお On(R), SOn(R)はそれぞれ O(n), SO(n)と書かれることも多い．
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例 1.31 (ユニタリ群). ユニタリ行列全体のなす GLn(C)の部分集合

U(n) := {X ∈ Matn(C) | tXX = In}

は部分群である．U(n)をユニタリ群 (unitary group)と呼ぶ．また

SU(n) := U(n) ∩ SLn(C)

を特殊ユニタリ群 (special orthogonal group) と呼ぶ．U(n)を Cn の標準的な Hermite

内積 x · y := txy =
∑n
i=1 xiyi を保つ行列全体と見ることもできる．すなわち

U(n) = {X ∈ Matn(C) | (Xx) · (Xy) = x · y, ∀x, y ∈ Cn}.

また On(R) = U(n) ∩GLn(R)である．

レポート問題 4. 次を示せ：

SU(2) =

{(
a b

−b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1

}
.

レポート問題 5. (1) V を n次元 Rベクトル空間，B(−,−)を V 上の正定値対称双一
次形式とする．このとき群

Aut(V,B) := {g ∈ GL(V ) | B(gx, gy) = B(x, y), ∀x, y ∈ V }

は直交群 On(R)と同型であることを示せ．
(2) V を n次元 Cベクトル空間，H(−,−)を V 上の正定値 Hermite形式とする．こ
のとき群

Aut(V,H) := {g ∈ GL(V ) | H(gx, gy) = H(x, y), ∀x, y ∈ V }

はユニタリ群 U(n)と同型であることを示せ．

以下，n次複素正方行列の各成分の実部と虚部を座標として，

Matn(C) = Cn
2

= Rn ⊕
√
−1Rn = R2n2

のようにMatn(C)と Euclid空間 R2n2 を（位相空間として）同一視する．

定義 1.32 (線型 Lie 群). 一般線形群 GLn(C) の部分群 G であって，部分集合とし
て GLn(C) の閉集合である（すなわち，Matn(C) ∼= R2n2 の閉部分集合 C が存在して
G = GLn(C) ∩ C と書ける）ものを線型 Lie群 (linear Lie group)と呼ぶ．
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例 1.33. これまでに見てきた GLn(C) の部分群 GLn(K), SLn(K), On(K), SOn(K),

U(n), SU(n)はすべて線型 Lie群である．これは，「連続関数 f : Rl → Rm に関する 1点
a ∈ Rm の逆像 f−1(a) は Rl の閉集合である」という事実を使って容易に確かめられる．

線型 Lie群 G ⊂ GLn(C)に対して，その単位元 e = In での接空間 TeGを

TeG := {γ′(0) ∈ Matn(C) | γ : R→ Matn(C)は C∞ 級写像で γ(R) ⊂ Gかつ γ(0) = e}
(1.2)

と定義する．ここで，写像 γ : R → Matn(C) が C∞ 級であるとは γ(t) の各成分 γ(t)ij

（の実部と虚部）が C∞ 級関数であることを意味し，γ′ := dγ
dt である．

補題 1.34. TeG ⊂ Matn(C)は R部分ベクトル空間である．

Proof. γ として単位元 e に値を取る定値写像 γ(t) ≡ e をとれば 0 ∈ TeG がわかる．そ
こで任意の元 X1, X2 ∈ TeG とスカラー a1, a2 ∈ R に対して a1X1 + a2X2 ∈ TeG で
あることを示せば良い．i = 1, 2 について，TeG の定義より C∞ 級写像 γi : R → Matn

で γi(R) ⊂ G, γi(0) = e かつ Xi = γ′i(0) なるものが存在する．このとき γ(t) :=

γ1(a1t)γ2(a2t)とおくと，γ : R→ Matn(C)は C∞ 級で γ(R) ⊂ Gかつ γ(0) = eを満た
し，Leibniz則より

γ′(0) = a1γ
′
1(0)γ2(0) + a2γ1(0)γ

′
2(0) = a1X1 + a2X2.

したがって a1X1 + a2X2 ∈ TeGである．

補題 1.35. X ∈ TeGと g ∈ Gに対して gXg−1 ∈ TeX である．

Proof. 定義 (1.2) にあるような γ で γ′(0) = X なるものをとる．γ̃ : R → Matn(C) を
γ̃(t) := gγ(t)g−1 とおけば，γ̃ は C∞ 級で γ̃(R) ⊂ G かつ γ̃(0) = geg−1 = e である．
よって γ̃′(0) = gγ′(0)g−1 = gXg−1 ∈ TeG を得る．

注意 1.36. Gは線型 Lie群とする．g ∈ Gと X ∈ TeGに対し Ad(g)(X) := gXg−1 と
おけば，補題 1.35より Ad(g) ∈ Aut(TeG)であり，Ad: G→ Aut(TeG)は Gの R上の
表現 (TeG,Ad)を定める．これを Gの随伴表現 (adjoint representation)と呼ぶ．

命題 1.37. R部分ベクトル空間 TeG ⊂ Matn(C)は行列の交換子 (commutator)

[X,Y ] := XY − Y X (X,Y ∈ Matn(C)) (1.3)

で閉じている．すなわち，X,Y ∈ TeGならば [X,Y ] ∈ TeGである．
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Proof. 定義 1.2にあるような γ を γ′(0) = X なるようにとる．このとき補題 1.35より任
意の t ∈ R について γ(t)Y γ(t)−1 ∈ TeG であり，補題 1.34 より TeG は Matn(C) の R
部分ベクトル空間（特に閉集合）であるから

d

dt
(γ(t)Y γ(t)−1)

∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

γ(t)Y γ(t)−1 − Y
t

∈ TeG. (1.4)

一方，任意の t ∈ Rについて In = γ(t)γ(t)−1 であることから，微分して

0 =
d

dt
(γ(t)γ(t)−1) =

[
d

dt
γ(t)

]
γ(t)−1 + γ(t)

[
d

dt
γ(t)−1

]
ゆえに

d

dt
γ(t)−1 = −γ(t)−1

[
d

dt
γ(t)

]
γ(t)−1 t→0−−−→ −X.

以上より
d

dt
(γ(t)Y γ(t)−1) =

[
d

dt
γ(t)

]
Y γ(t)−1 + γ(t)Y

[
d

dt
γ(t)−1

]
t→0−−−→ XY − Y X

となり，(1.4)と併せて，結論 [X,Y ] = XY − Y X ∈ TeGを得る．

注意 1.38. X,Y ∈ Matn(C) に対し，ad(X)(Y ) := [X,Y ] とも書く．ここで γ : R →
GLn(C)を C∞ 写像であって，γ(0) = In かつ γ′(0) = X なるものとすると，命題 1.37

の証明は
d

dt
Ad(γ(t))

∣∣∣∣
t=0

= ad(X)

であることを示している．

定義 1.39 (Lie代数). Kベクトル空間 gは，K双線型写像*4[−,−] : g× g→ g が与えら
れ以下の 2条件を満たすとき，K上の Lie代数 (Lie algebra)であるという：

(1) 反対称性：[X,Y ] = −[Y,X], ∀X,Y ∈ g;

(2) Jacobi恒等式：[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0, ∀X,Y, Z ∈ g.

K = R のとき実 Lie 代数，K = C のとき複素 Lie 代数とも呼ぶ．双線形写像 [−,−] は
Lie括弧 (Lie bracket)と呼ばれる．

*4 写像 [−,−] : g× g → gが K双線型であるとは，任意の X,Y, Z ∈ gと a, b ∈ Kについて
[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z], [X, aY + bZ] = a[X,Y ] + b[X,Z]

が成り立つことである．
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注意 1.40. 反対称性から特に [X,X] = 0, ∀X ∈ gである．

例 1.41 (一般線型 Lie代数). Kベクトル空間Matn(K)は行列の交換子 (1.3)を Lie括弧
として K上の Lie代数となる（容易に確かめられる）．これを一般線型 Lie代数 (general

linear Lie algebra)と呼び，Lie代数であることを強調して gln(K) := Matn(K)と書く．

系 1.42. 線型 Lie群 G ⊂ GLn(C)の単位元の接空間 TeGは行列の交換子を Lie括弧と
する実 Lie代数である．

Proof. 命題 1.37および例 1.41の帰結である．

TeGを Gの Lie代数と呼び，Lie代数であることを強調して

LieG := TeG

と書く．線型 Lie群とは限らない一般の Lie群 Gに対しても，単位元の接空間 TeGは随
伴表現の微分を Lie括弧として Lie代数となり，それを LieGと書く．

注意 1.43 (Jacobi恒等式の解釈). 一般に，K上の Lie代数 gの元 X,Y ∈ gについて，

ad(X)(Y ) := [X,Y ]

と書く．この記法と Lie括弧の反対称性を用いて，Jacobi恒等式を

ad(X)([Y, Z]) = [ad(X)(Y ), Z] + [Y, ad(X)(Z)] (∀X,Y, Z ∈ g)

と書き換えることができる．すなわち，Jacobi恒等式は ad(X)が Leibniz則を満たすこ
とを表す式であると解釈できる．g = LieGの場合，これは式

Ad(g)[Y, Z] = [Ad(g)(Y ),Ad(g)(Y )] (∀g ∈ G, ∀Y, Z ∈ g)

から「g に関する微分」によって導くことができる．注意 1.38を参照．

1.4 指数写像
具体的な線型 Lie群の Lie代数を求めてみよう．それには行列の指数関数*5

exp(X) :=

∞∑
k=0

Xk

k!
(X ∈ Matn(C))

*5 これは線形代数学続論もしくは微分方程式論などの講義ですでに扱われていると期待します．
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を用いるのが便利である．右辺の無限級数は広義一様に絶対収束し，exp(X)はMatn(C)
からそれ自身への複素解析的（よって特に C∞ 級）写像を定める．X,Y ∈ Matn(C) が
可換，すなわちXY = Y X を満たすときは，通常の指数関数と同様に exp(X) exp(Y ) =

exp(X + Y ) がわかる．特に，任意の X ∈ Matn(C) に対して exp(X) exp(−X) =

exp(0) = In であるから exp(X) ∈ GLn(C)．また，texp(X) = exp(tX), exp(X) =

exp(X), g ∈ GLn(C)について g exp(X)g−1 = exp(gXg−1) なども容易にわかる．

例 1.44 (一般線型群の Lie代数). LieGLn(K) = gln(K)である．

Proof. (左辺) ⊂ (右辺)は定義から明らかなので，もう一方の包含関係 (左辺) ⊂ (右辺)を
示す．任意のX ∈ gln(K)に対し，γ(t) := exp(tX)とおいて C∞ 写像 γ : R→ Matn(K)

が定まり，γ(R) ⊂ GLn(K)かつ γ(0) = exp(0) = In をみたす．このとき γ′(0) = X で
あるから，X ∈ LieGLn(K)が従う．

例 1.45 (直交群の Lie代数). LieOn(K) = LieSOn(K) = son(K)である．ここで

son(K) := {X ∈ Matn(K) | tX = −X}

は歪対称行列全体である．

Proof. C∞ 級写像 γ : R → Matn(K)で γ(R) ⊂ On(K)かつ γ(0) = In なるものを任意
に取る．条件 γ(R) ⊂ On(K)は「任意の t ∈ Rについて tγ(t)γ(t) = In」を意味する．行
列式を取ると (det γ(t))2 = 1，つまり det γ(t) ∈ {1,−1}であるが，γ が連続写像である
ことと det γ(0) = det In = 1であることから，任意の t ∈ Rについて det γ(t) = 1，す
なわち γ(R) ⊂ SOn(K) である．このことから LieOn(K) = LieSOn(K) が従う．また
In = tγ(t)γ(t)の両辺を微分すれば

0 = tγ′(t)γ(t) + tγ(t)γ′(t)
t→0−−−→ 0 = tγ′(0) + γ′(0).

ゆえに γ′(0) ∈ son(K)，したがって LieOn(R) ⊂ son(K)がわかる．逆の包含関係は，歪対
称行列 X ∈ son(K)について exp(X) ∈ On(K)であること（実際 texp(X) = exp(tX) =

exp(−X)である）を用いて，上の例 1.44の証明と同様にして示される．

例 1.46 (ユニタリ群の Lie代数). LieU(n) = u(n)である．ここで

u(n) := {X ∈ Matn(C) | tX = −X}

は歪 Hermite行列全体である．（証明は例 1.45と同様である．）
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例 1.47 (特殊線形群/特殊ユニタリ群の Lie代数). 次が成り立つ：

LieSLn(K) = sln(K) := {X ∈ gln(K) | trX = 0},
LieSU(n) = su(n) := {X ∈ u(n) | trX = 0}.

ここで trX は行列 X のトレース（対角成分の和）を表す．

レポート問題 6. 行列 X ∈ Matn(C) に対し，det exp(X) = exp(trX) であることを示
せ（ヒント：Jordan標準形の応用）．またそれを用いて例 1.47の主張に証明を与えよ．

上の計算例すべてで「X ∈ LieGならば exp(X) ∈ G」が成り立つことに注意しよう．
実はこれは一般の線型 Lie群 Gについて正しい．

命題 1.48. 線型 Lie群 G ⊂ GLn(C)について，X ∈ LieGならば exp(X) ∈ Gである．

命題 1.48の証明には次の事実を用いる：行列の対数関数

log(Y ) :=
∞∑
k=1

(−1)k+1 (Y − In)k

k

は Y ∈ Matn(C) が単位行列 In に十分近いとき，well-defined な C∞ 写像を定め，
局所的に exp(X) の逆写像を与える．すなわち，単位行列 In に十分近い Y に対し
exp ◦ log(Y ) = Y であり，0に十分近い X に対し log ◦ exp(X) = X が成り立つ．

命題 1.48の証明. X ∈ LieG = TeG に対し，定義より C∞ 写像 γ : R → Matn(C) で
γ(R) ⊂ G，γ(0) = In かつ γ′(0) = X を満たすものが存在する．Gは GLn(C)の閉集合
であるから，このとき

exp(X) = lim
k→∞

γ(1/k)k (1.5)

を示せば，exp(X) ∈ Gが従う．
自然数 k を大きくとって，γ(1/k) が単位元 In に十分近く exp ◦ log γ(1/k) = γ(1/k)

が成り立つようにする．このとき

γ(1/k)k = (exp ◦ log γ(1/k))k = exp(k log γ(1/k))

が成り立つ．log γ(t)の t = 0での Taylor展開は

log γ(t) = tX + t2(· · · )

という形であり，(· · · )は t→ 0のとき有界である．ゆえに

k log γ(1/k) = X +
1

k
(· · · ) k→∞−−−−→ X
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となる．したがって

lim
k→∞

γ(1/k)k = lim
k→∞

exp(k log γ(1/k)) = exp( lim
k→∞

k log γ(1/k)) = exp(X),

すなわち (1.5)を得る．

命題 1.48より，行列の指数関数 exp: gln(C)→ GLn(C)の LieG = TeGへの制限は

exp: LieG→ G

という写像を定める．これを指数写像 (exponential map)と呼ぶ．
さて，本節の冒頭に述べた「LieGは Gの局所的な構造を完全に決定する」について大
雑把に説明しよう．指数写像 exp: LieG→ Gは一般には単射でも全射でもないが，局所
的には全単射，つまり定義域を 0 ∈ LieGの小さい開近傍に制限すると Gの単位元 In の
開近傍とのあいだの全単射（より強く同相）を与えることが知られている*6．さらに，原
点 0に十分近い X,Y ∈ gln(C)に対して，

log(exp(X) exp(Y )) = X + Y +
1

2
[X,Y ] +

1

12
[X, [X,Y ]] +

1

12
[Y, [Y,X]] + · · · (1.6)

であり，高次の項 (· · · ) もまた X,Y と Lie 括弧の適当な組み合わせの無限和として明
示的に書けることが知られている．これを Baker–Campbell–Hausdorff の公式とい
う*7．右辺の各項が Lie 括弧のみを用いて表せているので，この公式は線型 Lie 群 G の
積構造が単位元のまわりで局所的に LieGのみから決定されることを示している．
線型 Lie群とは限らない一般の Lie群 Gについても，指数写像 exp: LieG → Gが定
義でき，同様に LieGが Gの単位元まわりの局所構造を決定することが示される．

1.5 準同型の微分
線型 Lie群 Gと G′ の間の準同型 ψ : G→ G′ といえば，単に群準同型であることに加
えて可微分写像であることを要請する．これは

LieG
exp // G

ψ // G′ � � 包含 // GLn(C)

*6 たとえば [4, Theorem 1.5] あるいは [9, 定理 5.27] の証明を参照．この事実を用いて線型 Lie 群 G が
GLn(C)の閉部分多様体であり，Lie群であることが証明される (von Neumannの定理)．

*7 Campbell–Hausdorff の公式ともいう．この公式の詳細については [9, §5.6(e)] あるいはやや高度だが
[6, IV. §7]などを参照されたい
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という写像が可微分写像であるという条件と同値になる．このとき任意の X ∈ LieGに
対して γ(t) := ψ ◦ exp(tX) とおけば，γ : R → GLn(C) は C∞ 写像で γ(R) ∈ G′ かつ
ψ(0) = In を満たす．そこで ψ∗X := γ′(0) ∈ LieG′ として R線型写像

ψ∗ : LieG→ LieG′

が定まる．ψ∗ を ψ の微分 (differential)という．任意の g ∈ Gについて，構成から

ψ∗(Ad(g)(X)) = Ad(ψ(g))(ψ∗X)

である．これと注意 1.38から

ψ∗[X,Y ] = [ψ∗X,ψ∗Y ] (∀X,Y ∈ LieG) (1.7)

が従う．
G′ が線型 Lie 群とは限らない一般の Lie 群の場合でも準同型 ψ : G → G′ の微分

ψ∗ : LieG→ LieG′ が適切に定義され，条件 (1.7)を満たす．

定義 1.49 (Lie代数の準同型/同型). 体K上の Lie代数のあいだのK線形写像 ρ : g→ g′

が（K上の）Lie代数の準同型であるとは，条件

ρ([X,Y ]) = [ρ(X), ρ(Y )] (∀X,Y ∈ g)

を満たすことである．そのような ρ が可逆であるとき，ρ は Lie 代数の同型であるとい
う．2つの Lie代数 gと g′ のあいだに Lie代数の同型が存在するとき，gと g′ は同型で
あるといい，g ∼= g′ と書く．

以上を整理すると，

{ Lie群 } → { 実 Lie代数 }; G 7→ LieG

という対応に加えて

{ Lie群の準同型 G→ G′ } → {実 Lie代数の準同型 LieG→ LieG′ }; ψ 7→ ψ∗
(1.8)

という対応がある．後者は準同型の合成と整合的かつ恒等写像を保つ，すなわち

(ψ ◦ φ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗, (idG)∗ = idLieG

を満たす*8．

*8 圏論の言葉を用いれば，これは G 7→ LieGという対応が Lie群のなす圏から実 Lie代数のなす圏への関
手であることを意味する．
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特に，Lie群の同型G ∼= G′ は実 Lie代数の同型 LieG ∼= LieG′ を導く．しかし，LieG
は Gの局所的構造しか決めないので，逆は一般には成り立たない．例えば，例 1.45で見
たように LieOn(K) = LieSOn(K) = son(K)であるが，On(K) 6∼= SOn(K)である．

レポート問題 7. 実 Lie代数として so3(R) ∼= su(2)であるが，群として SO3(R) 6∼= SU(2)

であることを示せ．

事実 1.50. Lie群 Gと G′ について，対応 (1.8)は

(1) Gが連結のとき，単射である．
(2) Gが連結かつ単連結のとき，全単射である．

ここで Lie群Gが連結 (connected)とは，任意の 2点 g, h ∈ Gに対し c(0) = g, c(1) = h

なる連続写像 c : [0, 1]→ Gが存在することをいう*9．また連結 Lie群Gが単連結 (simply

connected)であるとは，任意の連続写像 c : S1 := {z ∈ C | |z| = 1} → Gに対し，連続
写像 h : D2 := {z ∈ C | |z| ≤ 1} → Gが存在して，c = h|S1 なることをいう*10．

例 1.51. 直交群 On(K) は連結でない．実際 g ∈ On(K) を det g = −1 なる元とすると
き，単位元 eと g を結ぶ連続曲線 c : [0, 1] → On(K)が存在しないことが例 1.45の証明
と同様の議論によって示せる．一方 SOn(K)は連結であることが知られている．

例 1.52. Lie群 SU(2)は位相空間として 3次元球面 S3 に同相である（レポート問題 4

を参照）から，連結かつ単連結である．より一般に SU(n)は連結かつ単連結である．

事実 1.50はおよそ以下のようなアイデアで証明できる．まず Lie群の準同型 ψ : G →
G′ に対し

ψ(exp(X)) = exp(ψ∗X) (∀X ∈ LieG) (1.9)

が成り立つことに注意する．これは与えられたX ∈ LieGに対して，t ∈ Rに関する 2つ
の C∞ 級関数 ψ(exp(tX))と exp(t(ψ∗X))がともに常微分方程式 f ′(t) = (ψ∗X)f(t)の
解であることに注意して，常微分方程式の解の一意性から従う．
(1)について：もし Gが連結であれば，任意の元 g ∈ Gに対し

g = exp(X1) exp(X2) · · · exp(Xl) (1.10)

*9 正確にはこれは弧状連結性の定義であるが，Gは可微分多様体なので連結性と弧状連結性は同値である．
*10 これは基本群 π1(G, e)が自明になることと同値である．
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なる X1, X2, . . . , Xl ∈ LieGが存在することが分かる．このとき，(1.9)より
ψ(g) = exp(ψ∗X1) exp(ψ∗X2) · · · exp(ψ∗Xl)

となるので，ψ は ψ∗ だけから決まる．すなわち，対応 (1.8)の単射性が従う．
(2)について：逆に Lie代数の準同型 φ : LieG→ LieG′が与えられたとき，表示 (1.10)

を用いて
ψ(g)

!
:= exp(φX1) exp(φX2) · · · exp(φXl)

と「定義」すれば，Lie群の準同型 ψ : G→ G′ であって ψ∗ = φなるものが得られるよう
に思える．しかし，一般に表示 (1.10) は一意的ではないので，ψ が well-defined である
こと，すなわち別の表示

g = exp(X ′
1) exp(X

′
2) · · · exp(X ′

l′)

を取ったときに，
exp(φX ′

1) exp(φX
′
2) · · · exp(φX ′

l′) = exp(φX1) exp(φX2) · · · exp(φXl)

であることを示さなくてはならない．これを保証するための条件が，G の単連結性であ
る．詳細については例えば [9, 6章 1節]を参照されたい．

事実 1.53. 任意の連結 Lie 群 G について，LieG ∼= Lie G̃ をみたす連結かつ単連結な
Lie群 G̃が同型を除いてただ一つ存在し，被覆全射準同型 π : G̃→ Gがある．群 G̃を G

の普遍被覆群 (universal covering group)という．このとき核 π−1(e) ⊂ G̃は G̃の（中心
的）離散部分群であって，Gの基本群 π1(G, e)に一致する．

例 1.54. GL+
1 (R) := R>0 = {et | t ∈ R} ⊂ R× = GL1(R)と U(1) = {z ∈ C× | |z| =

1}は互いに同型な Lie代数を持つ可換連結 Lie群だが，GL+
1 (R)は単連結，U(1)は単連

結でない．すなわち GL+
1 (R)は U(1)の普遍被覆群であり，写像

GL+
1 (R)→ U(1); et 7→ e

√
−1t

が被覆全射準同型を与える．

例 1.55. su(2) ∼= so3(R) であり，SU(2) は連結かつ単連結，SO3(R) は連結だが単連
結ではない．すなわち SU(2) は SO3(R) の普遍被覆群である．SU(2) → SO3(R) なる
2 : 1全射準同型を具体的に構成することができる．詳しくは [7, §4.3.1]を参照．

注意 1.56. 線型 Lie群 Gの普遍被覆群 G̃は線型 Lie群にならない（Lie群として一般線
型群に埋め込めない）場合がある．例えば G = SL2(R)がその典型例である．
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1.6 Lie群の表現から複素 Lie代数の表現へ
さて，表現について話を移そう．以下，単に表現といえば C上の表現を意味するものと
する．まずは Lie代数の表現を定義する．

定義 1.57. Cベクトル空間 V に対し，V 上の自己線形写像全体

EndC(V ) = {f : V → V | f は C線型写像 }

は線形写像の交換子 [f, g] := f ◦ g − g ◦ f を Lie括弧とする複素 Lie代数である．Lie代
数であることを強調してこれを gl(V ) := EndC(V ) と書く．

注意 1.58. V が有限次元のとき，基底をとることによって C線型同型 ϕ : Cn '−→ V が定
まり，対応 f 7→ ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ によって群の同型 GL(V ) ∼= GLn(C) が得られるのであっ
た．特に GL(V )は Lie群である．このとき全く同じ対応によって，複素 Lie代数の同型
gl(V ) ∼= gln(C) を得る．また Lie 代数の自然な*11同型 LieGL(V ) ∼= gl(V ) がある．以
下，LieGL(V )と gl(V )を同一視する．

群 G の表現とは C ベクトル空間 V と群準同型 ρ : G → GL(V ) からなる組 (V, ρ) で
あった．Gが Lie群で V が有限次元のときは，ρが Lie群の準同型であることを要請す
る．このとき準同型 ρを微分することで実 Lie代数の準同型

ρ∗ : LieG→ gl(V )|R

を得る．ここで gl(V )|R はスカラーを制限して gl(V )を実 Lie代数と見たものを表す．

定義 1.59 (Lie代数の表現).

(1) 実 Lie代数 gの表現とは，Cベクトル空間 V と実 Lie代数の準同型 ρ : g→ gl(V )|R
からなる組 (V, ρ)のことである．

(2) 複素 Lie 代数 g の表現とは，C ベクトル空間 V と複素 Lie 代数の準同型 ρ : g →
gl(V )からなる組 (V, ρ)のことである．

この術語を用いれば，Lie群 Gに対して

{ Gの有限次元表現 } → { LieGの有限次元表現 }; (V, ρ) 7→ (V, ρ∗) (1.11)

*11 V の基底の取り方に依存しないという意味．
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という対応がある*12．事実 1.50により，この対応 (1.11)は Gが連結かつ単連結のとき
全単射である．
次に，実 Lie 代数の複素化 (complexification) と呼ばれる簡単なレシピによって，実

Lie代数の表現と複素 Lie代数の表現を結びつける．実 Lie代数 gに対し，

gC := {x+ iy | x, y ∈ g}

という形式和全体の集合を考える．この集合 gC に Cベクトル空間の構造を

(x+ iy) + (x′ + iy′) := (x+ x′) + i(y + y′) (x, y, x′, y′ ∈ g),

(a+
√
−1b)(x+ iy) := (ax− by) + i(ay + bx) (x, y ∈ g, a, b ∈ R)

によって定義し，さらに Lie括弧 [−,−] : gC × gC → gC を

[x+ iy, x′ + iy′] := ([x, x′]− [y, y′]) + i([x, y′] + [y, x′])

と定義すれば，gC は複素 Lie代数となることが直接チェックできる．複素 Lie代数 gC を
実 Lie代数 gの複素化という．

注意 1.60. 上で定義した複素化 gC は，Cベクトル空間 g⊗R Cに

[x⊗ a, y ⊗ b] := [x, y]⊗ ab (∀x, y ∈ g, ∀a, b ∈ C)

と Lie括弧を定めて複素 Lie代数の構造を入れたものと自然に同型である．実際，R線型
同型 gC → g⊗R Cを x+ iy 7→ x⊗ 1 + y ⊗

√
−1と定めれば，これが複素 Lie代数の同

型を与える．テンソル積に慣れている人は g⊗R Cを複素化の定義と思っても良い．

注意 1.61. 構成から dimR(gC) = 2 dimR(g)，ゆえに dimC(gC) = dimR(g)が成り立つ．

例 1.62. 任意の自然数 nについて，次の（ほとんど自明な）複素 Lie代数の同型がある：

gln(R)C ∼= gln(C), sln(R)C ∼= sln(C), son(R)C ∼= son(C).

これらはいずれも左辺の x+ iy を右辺の x+
√
−1y に写すことによって得られる．

一方で次の 2つの同型はやや非自明かもしれない：

u(n)C ∼= gln(C), su(n)C ∼= sln(C). (1.12)

*12 圏論の言葉を用いれば，この対応は G の有限次元表現の圏から LieG の有限次元表現の圏への関手とし
て精密化される．
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レポート問題 8. 複素 Lie代数の 2つの同型 (1.12)を証明せよ．

注意 1.63. 2つの実 Lie代数 g, g′ について，もし g ∼= g′ ならば当然 gC ∼= g′C が成り立
つ．一方で，gC ∼= g′C であったとしても g ∼= g′ とは限らない．実際，上の例 1.62で見た
ように複素 Lie代数として sln(R)C ∼= sln(C) ∼= su(n)C であるが，n > 1ならば実 Lie代
数として sln(R) 6∼= su(n)である．

命題 1.64. gは実 Lie代数，hは複素 Lie代数であるとする．任意の実 Lie代数の準同型
ρ : g→ h|R*13に対し，写像 ρC : gC → hを

ρC(x+ iy) := ρ(x) +
√
−1ρ(y) (∀x, y ∈ g)

によって定義すると，ρC は複素 Lie代数の準同型になる．対応 ρ 7→ ρC は自然な全単射

{実 Lie代数の準同型 g→ h|R }
1:1−−→ {複素 Lie代数の準同型 gC → h }

を与える．

証明のスケッチ. 写像 ρC が複素 Lie代数の準同型になることは直接確かめられる．複素
Lie 代数の準同型 ϕ : gC → h に対し，実 Lie 代数の準同型 ϕ|R : g → h|R を ϕ|R(x) :=

ϕ(x+ i0), ∀x ∈ gによって定めると，ϕ 7→ ϕ|R は対応 ρ 7→ ρC の逆対応を与えることが
分かる．ゆえに全単射性が従う．

レポート問題 9 (圏論を知っている人向け). 命題 1.64 の精密化として，スカラーの制
限 h 7→ h|R を複素 Lie 代数の圏から実 Lie 代数の圏への関手とみなせること，複素化
g 7→ gC がその左随伴関手を与えることを示せ．

系 1.65. 実 Lie代数 gについて次の自然な全単射がある：

{実 Lie代数 gの表現 } 1:1−−→ {複素 Lie代数 gC の表現 }; (V, ρ) 7→ (V, ρC). (1.13)

2つの対応 (1.11)と (1.13)をまとめると，任意の連結 Lie群 Gについて{ 連結 Lie群 G
の有限次元表現

}
� � (∗) //

{ 実 Lie代数 LieG
の有限次元表現

}
oo 1:1 //

{ 複素 Lie代数 (LieG)C
の有限次元表現

}
という対応を得る．(∗)は一般には単射であるが，Gが単連結のときは全単射になる．こ
の対応によって Lie群の有限次元表現論を複素 Lie代数の有限次元表現論に帰着できる．

*13 ここで h|R は複素 Lie 代数 h のスカラーを実数 R に制限して（つまり「複素数倍」という付加構造を
忘れ「実数倍」だけを覚えておくことによって）実 Lie 代数とみなしたものを表す．特に集合としては
h|R = hであって，h|R は hの基底のとり方などに依存しない．
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例 1.66. 複素 Lie代数として sl2(R)C ∼= sl2(C) ∼= su(2)C であった（例 1.62を参照）．ま
た Lie群 SU(2)は連結かつ単連結である（例 1.52を参照）．よって

{ Lie群 SL2(R)の有限次元表現 }
(∗)
↪→ {実 Lie代数 sl2(R)の有限次元表現 }
1:1←→ {複素 Lie代数 sl2(C)の有限次元表現 }
1:1←→ {実 Lie代数 su(2)の有限次元表現 }
1:1←→ { Lie群 SU(2)の有限次元表現 }

という対応がある．Lie群 SL2(R)は連結だが単連結でない．しかし今の場合，実は上記
の単射 (∗)は全射でもあることが分かり，結果として

{ Lie群 SL2(R)の有限次元表現 } 1:1←→ { Lie群 SU(2)の有限次元表現 }

という対応が得られる．このように良い条件下では非コンパクト Lie 群（ここでは
SL2(R)）の有限次元表現がコンパクト Lie群（ここでは SU(2)）の有限次元表現に対応
し，コンパクト群の表現論におけるいろいろな良い性質（たとえば完全可約性）が非コ
ンパクト群の表現論に伝播する．このような論法をWeylのユニタリ・トリックと呼ぶ．
詳細は [9, §12]を参照．
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2 sl2 の有限次元表現論
さて，ここからは複素 Lie代数の表現について考える．この節では，表現に関する一般
的な概念を導入しつつ，具体例として Lie代数 sl2 := sl2(C)の有限次元表現論について
詳しく説明する．

2.1 一般論からの準備
まず Lie 代数の表現に関する一般的な用語などを準備する．§1 をスキップしてここか
ら講義ノートを読むという人のために，Lie代数とその表現の定義から復習しておこう．

定義 2.1 (Lie 代数). C ベクトル空間 g は，Lie 括弧と呼ばれる写像 [−,−] : g × g → g

が与えられ，任意の x, y, z ∈ gおよび a, b ∈ Cについて 3条件

(0) 双線型性：[ax+ by, z] = a[x, z] + b[y, z], [x, ay + bz] = a[x, y] + b[x, z]

(1) 反対称性：[x, y] = −[y, x],
(2) Jacobi恒等式：[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0,

を満たすとき，複素 Lie代数 (complex Lie algebra)であるという．

以下，単に Lie代数と言えば，複素 Lie代数を意味するものと約束する．

例 2.2. 自然数 nに対し，n次正方行列全体のなすベクトル空間

gln = gln(C) := Matn(C)

は，行列の交換子 [A,B] := AB−BAを Lie括弧とする Lie代数である．また，Matn(C)
の以下の部分ベクトル空間は行列の交換子について閉じている：

sln = sln(C) := {X ∈ Matn(C) | trX = 0},
son = son(C) := {X ∈ Matn(C) | tX = −X}.

したがって，これらも行列の交換子を Lie括弧とする Lie代数である．

定義 2.3 (Lie代数の準同型). 2つの Lie代数のあいだの線型写像 ρ : g→ g′ が Lie代数
の準同型であるとは，任意の x, y ∈ gについて

ρ([x, y]) = [ρ(x), ρ(y)]
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を満たすことをいう．そのような ρが可逆，すなわち Lie代数の準同型 ρ′ : g′ → gが存
在で ρ′ ◦ ρ = idg かつ ρ ◦ ρ′ = idg′ をみたすものが存在するとき，ρは Lie代数の同型で
あるという*14．2つの Lie代数 gと g′ のあいだに Lie代数の同型が存在するとき，gと
g′ は同型であるといい，g ∼= g′ と書く．

例 2.4. Cベクトル空間 V に対し，その自己線形写像全体のなす Cベクトル空間

gl(V ) := EndC(V )

は，交換子 [f, g] := f ◦ g− g ◦ f を Lie括弧とする Lie代数である．V = Cn のとき，Cn
の自己線形写像を n次正方行列を同一視することで，Lie代数として gl(Cn) = gln と同
一視できる．より一般に dimC V = n <∞のとき，基底をとることによって C線型同型
ϕ : Cn '−→ V が定まり，対応 f 7→ ϕ−1 ◦ f ◦ ϕは Lie代数の同型 gl(V ) ∼= gl(Cn) = gln

を与える．

定義 2.5 (表現). Lie代数 gの表現とは，Cベクトル空間と Lie代数の準同型 ρ : g→ gl(V )

からなる組 (V, ρ) のことである．ここで ρ が準同型であることは，「線型写像であって，
任意の x, y ∈ gについて

ρ([x, y]) = ρ(x) ◦ ρ(y)− ρ(y) ◦ ρ(x) (2.1)

を満たすこと」と言い換えても良い．

Lie代数 gの表現 (V, ρ)が与えられたとき，

xv = x · v = ρ(x)v

のように略記することが多い．この記法の下で (2.1)は，任意の v ∈ V について

[x, y]v = x(yv)− y(xv) (2.2)

が成り立つことを意味する．また ρを明示せず，単に V を表現ということも多い．

例 2.6 (自明表現). Lie代数 gの表現 V = (V, ρ)は，任意の x ∈ gについて ρ(x) = 0を
満たす，すなわち任意の x ∈ g と v ∈ V について xv = 0 を満たすとき，自明であると
いう．

*14 これは ρが線型同型であることと同値である．
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例 2.7 (ベクトル表現). 任意の Cベクトル空間 V について，恒等写像 idgl(V ) : gl(V )→
gl(V )はもちろん Lie代数の準同型である．表現 (V, idgl(V ))を gl(V )のベクトル表現（あ
るいは自然表現）という．

例 2.8 (随伴表現). 一般の Lie代数 gにおいて，反対称性を使って Jacobi恒等式を
[[x, y], z] = [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

と書き換えることができる．線形写像
ad: g→ gl(g)

を ad(x)(y) := [x, y]によって定めれば，上の式は
ad([x, y]) = ad(x) ◦ ad(y)− ad(y) ◦ ad(x)

が成り立つこと，すなわち adが Lie代数の準同型であることを意味している．このよう
にして得られる gの表現 (g, ad)を gの随伴表現 (adjoint representation)と呼ぶ．

定義 2.9 (部分表現/商表現). Lie代数 gの表現 V について，部分ベクトル空間 U ⊂ V

が「任意の x ∈ gに対して xU := {xu | u ∈ U} ⊂ U」を満たすとき，U を V の部分表現
(subrepresentation)という．部分表現 U はそれ自身 gの表現である．このとき商ベクト
ル空間 V/U*15は

x · (v + U) := xv + U (x ∈ g, v ∈ V )

によって自然に gの表現となる*16．これを商表現 (quotient representation)という．

定義 2.10 (既約表現/可約表現). Lie代数 gの表現 V 6= {0}は，{0}と V 自身以外に部
分表現を持たないとき既約 (irreducible)であるといい，そうでないとき可約 (reducible)

であるという．

例 2.11. Lie代数 gの自明表現 V について，V が既約であることと dimC V = 1なるこ
とは同値である．実際，自明表現 V において，任意の部分ベクトル空間 U ⊂ V は部分表
現である．よって V が既約であることは，V が {0}と V 自身以外に部分ベクトル空間を
持たないことを意味する．

*15 念のため思い出しておくと，ベクトル空間 V とその部分ベクトル空間 U が与えられたとき，V に
「v ∼ v′

def.⇐⇒ v − v′ ∈ U」なる同値関係 ∼が定まる．このとき商集合 V/U := V/ ∼には自然に Cベ
クトル空間の構造が入り，これを商ベクトル空間というのだった．このとき記号 v + U は v ∈ V を含む
同値類を表す．

*16 実際，v − v′ ∈ U のとき xv − xv′ = x(v − v′) ∈ xU ⊂ U であるから，xv + U は代表元 v のとり方
に依らず，well-definedである．
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定義 2.12 (表現の準同型). Lie代数 gの 2つの表現 V = (V, ρ)と V ′ = (V ′, ρ′)につい
て，線形写像 ϕ : V → V ′ が条件

ϕ(xv) = xϕ(v) (∀x ∈ g, ∀v ∈ V )

を満たすとき，V から V ′ への準同型（あるいは g準同型）という．この条件は

ϕ ◦ ρ(x) = ρ′(x) ◦ ϕ (∀x ∈ g)

なること，すなわち任意の x ∈ gについて図式

V
φ //

ρ(x)

��

V ′

ρ′(x)

��
V

φ // V ′

が可換であること，と言い換えても良い．V から V ′ への準同型全体を

Homg(V, V
′) := {ϕ ∈ HomC(V, V

′) | ϕは準同型 }

と書く．これは HomC(V, V
′)の部分ベクトル空間である．また

Endg(V ) := Homg(V, V )

とおく．これは EndC(V ) = HomC(V, V )の部分ベクトル空間である．
可逆な準同型を同型という．これは全単射準同型と同じである．gの 2つの表現 V と

V ′ のあいだに同型が存在するとき，V と V ′ は同型であるといい，V ∼= V ′ と書く．

レポート問題 10. gは Lie代数，V, V ′, V ′′ は gの表現であるとする．以下を示せ．

(1) 2 つの準同型 ϕ : V → V ′ と ϕ′ : V ′ → V ′′ が与えられたとき，それらの合成
ϕ′ ◦ ϕ : V → V ′′ はまた準同型である．

(2) 表現として V ′ ∼= V ′′ であるとき，線型同型

Homg(V, V
′) ∼= Homg(V, V

′′), Homg(V
′, V ) ∼= Homg(V

′′, V )

が存在する．

レポート問題 11 (準同型定理). gは Lie代数，V と V ′ はともに gの表現，ϕ : V → V ′

は準同型であるとする．このとき核 Kerϕは V の部分表現であり，像 Imϕは V ′ の部分
表現であることを示せ．さらに表現の同型 V/Kerϕ ∼= Imϕを示せ．
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補題 2.13 (Schurの補題). Lie代数 gの任意の有限次元既約表現 V について

Endg(V ) = CidV

が成り立つ．

Proof. 右辺が左辺に含まれることは明らかである．逆の包含を示す．任意の自己準同型
ϕ ∈ Endg(V )に対し，その固有値 a ∈ Cをひとつとる．このとき ϕ− a · idV は V の自
己準同型であり，その核 Ker(ϕ− a · idV )は V の {0}でない部分表現である．V が既約
表現であることから， Ker(ϕ− a · idV ) = V，すなわち ϕ = a · idV でなくてはならない．
ゆえに左辺が右辺に含まれることがわかる．

定理 2.14 (Schurの補題). Lie代数 gの 2つの既約表現 V と V ′ について，0でない準同
型 ϕ : V → V ′ は同型である．さらに V と V ′ がともに有限次元ならば，次が成り立つ：

dimC Homg(V, V
′) =

{
1 V ∼= V ′ のとき,
0 V 6∼= V ′ のとき.

Proof. 0 でない準同型 ϕ : V → V ′ について，核 Kerϕ は V の部分表現であって V 自
身とは異なる．V は既約なので Kerϕ = {0}，すなわち ϕ は単射である．他方，Imϕ

は V ′ の {0}でない部分表現である．V ′ は既約なので Imϕ = V，すなわち ϕは全射で
ある．したがって ϕ は全単射準同型，すなわち同型である．これより V 6∼= V ′ ならば
Homg(V, V

′) = {0}であることも分かる．また，V と V ′ がともに有限次元で V ∼= V ′ の
場合は，レポート問題 10 (2)および補題 2.13より，

Homg(V, V
′) ∼= Homg(V, V ) = CidV

は 1次元ベクトル空間である．

2.2 sl2 の有限次元既約表現
さて，ここからは Lie代数 sl2 = sl2(C)について考えよう．これは

sl2 =

{(
a b
c −a

) ∣∣∣∣ a, b, c ∈ C
}

なる 3 次元ベクトル空間を行列の交換子を Lie 括弧として Lie 代数とみなしたものであ
る．基底として

e :=

(
0 1
0 0

)
, f :=

(
0 0
1 0

)
, h :=

(
1 0
0 −1

)
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からなる集合 {e, f, h}がとれる．Lie代数構造はこれらのあいだの Lie括弧

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h (2.3)

によって決まる．V = (V, ρ)を sl2 の表現とすると V 上の 3つの自己線型作用素

E := ρ(e), F := ρ(f), H := ρ(h)

は関係式

HE − EH = 2E, HF − FH = −2F, EF − FE = H (2.4)

を満たす（簡単のため写像の合成の記号 ◦は省略している）．逆に，あるベクトル空間 V

上に関係式 (2.4) を満たす 3 つの自己線型写像 E,F,H ∈ EndC(V ) が与えられたとき，
線型写像 ρ : sl2 → gl(V )を

ρ

(
a b
c −a

)
= aH + bE + cF

と定めれば ρは Lie代数の準同型，すなわち V = (V, ρ)は sl2 の表現となる．よって sl2

の表現とは，関係式 (2.4)を満たす自己線形写像の 3つ組 E,F,H ∈ EndC(V )を備えた
ベクトル空間 V のことと思うことができる．

例 2.15 (ベクトル表現). 包含写像 ι : sl2 ↪→ gl2 = gl(C2) はもちろん Lie 代数の準同型
であるから，(C2, ι)は sl2 の 2次元表現である．これを sl2 のベクトル表現という．標準

的な基底の元 v0 :=

(
1

0

)
, v1 :=

(
0

1

)
に対する e, f, hの作用は

e · v0 = 0, f · v0 = v1, h · v0 = v0,

e · v1 = v0, f · v1 = 0, h · v1 = −v1

で与えられる．つまり v0, v1 は h作用に関する固有ベクトルであり，e, f の作用によって
互いに移り合う．これを絵で描くと

v0

v1

1 1

1

−1

のようになる．ここで，上向き矢印（赤），下向き矢印（青），ループ矢印（紫）がそれぞ
れ e, f, hの作用を表す．
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例 2.16 (随伴表現). 随伴表現 (sl2, ad)は sl2 の 3次元既約表現である．これは

ad(e) :


−e 7→ 0,

h 7→ 2(−e),
f 7→ h,

ad(f) :


−e 7→ h,

h 7→ 2f,

f 7→ 0,

ad(h) :


−e 7→ 2(−e),
h 7→ 0,

f 7→ −2f,

を満たす．そこで v0 := −e, v1 := h, v2 := f とおいて，sl2 の基底 {v0, v1, v2}に関して
e, f, hの作用を図示すれば

v0

v1

v2

2

1

1

2

2

0

−2

のようになる．

上の例 2.15, 2.16を一般化して，任意の非負整数 n ∈ Z≥0 に対し n + 1次元表現を構
成できる．{v0, v1, . . . , vn}を基底とする n+ 1次元 Cベクトル空間 V (n) :=

⊕n
k=0 Cvk

を考える．V (n)上の線型作用素 E,F,H ∈ gl(V (n))を，各 k ∈ {0, 1, . . . , n}に対し

Evk = (n− k + 1)vk−1, Fvk = (k + 1)vk+1, Hvk = (n− 2k)vk, (2.5)

（ただし v−1 = vn+1 = 0と約束する）として定めると，関係式 (2.4)が満たされる．例え
ば，各 k ∈ {0, 1, . . . , n}に対し

(EF − FE)vk = EFvk − FEvk
= (k + 1)Evk+1 − (n− k + 1)Fvk−1

= ((k + 1)(n− k)− (n− k + 1)k)vk

= (n− 2k)vk

= Hvk

となるので，EF − FE = H がわかる．(2.4) の残りの 2 式の証明はより易しい．した
がって ρ(e) := E, ρ(f) := F, ρ(h) := H なる線型写像 ρ : sl2 → gl(V (n))は Lie代数の準
同型を与え，V (n) = (V (n), ρ)は sl2 の n+ 1次元表現となる．表現 V (n)の構造は以下
のように図示できる：
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v0

v1

v2

··
·

vk

···

vn

n

n− 1

n− 2

n− k + 1

n− k

1

1

2

3

k

k + 1

n

n

n− 2

n− 4

n− 2k

−n

特に V (0)は 1次元自明表現，V (1)はベクトル表現，V (2)は随伴表現（に同型）である．

命題 2.17. 任意の非負整数 n ∈ Z≥0 に対し，表現 V (n)は既約である．

Proof. U ⊂ V を {0} でない部分表現とする．元 v ∈ U \ {0} をひとつとる．v =∑n
k=0 ckvk と基底の元の線形結合で書き，m := max{k | ck 6= 0} とおく．このとき

Emv = n!
m!cmv0 ∈ C×v0 となるが，U が部分表現であることより Emv ∈ U，したがって

v0 ∈ U である．すると各 k ∈ {1, 2, . . . , n}について F kv0 = k!vk ∈ U より vk ∈ U であ
る．ゆえに U = V (n)である．つまり {0}でない部分表現は V (n)以外にない，すなわち
V (n)は既約である．

定理 2.18 (sl2 の有限次元既約表現の分類). sl2 の任意の n+ 1次元既約表現 (n ∈ Z≥0)

は命題 2.17で構成した既約表現 V (n)に同型である．すなわち {V (n) | n ∈ Z≥0}は sl2

の有限次元既約表現の同型類の完全代表系を与える．

定理 2.18は，後で示す定理 2.24から直ちに導かれるので，ここでは証明しない．
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2.3 表現の直和と完全可約性
定義 2.19. Lie代数 gの 2つの表現 V, V ′ に対し，それらのベクトル空間としての直和

V ⊕ V ′ = {v + v′ | v ∈ V, v′ ∈ V ′}

に Lie代数の作用を

x · (v + v′) := xv + xv′ (x ∈ g, v ∈ V, v′v ∈ V ′)

と定めると，V ⊕ V ′ は gの表現となる．このようにして得られる表現 V ⊕ V ′ を表現 V

と V ′ の直和という．3個以上の表現の直和 V 1 ⊕ V 2 ⊕ · · · ⊕ V d も同様に定義する．ま
た V ⊕d := V ⊕ V ⊕ · · · ⊕ V︸ ︷︷ ︸

d 個
などと略記する．

注意 2.20. ベクトル空間の直和と同様に，表現の直和は結合律を満たす．すなわち Lie

代数 gの表現 V, V ′, V ′′ に対し，自然な表現としての同型

(V ⊕ V ′)⊕ V ′′ ∼= V ⊕ V ′ ⊕ V ′′ ∼= V ⊕ (V ′ ⊕ V ′′)

がある．

補題 2.21. Lie代数 gの表現 V, V ′, V ′′ について，自然な線型同型

Homg(V, V
′ ⊕ V ′′) ∼= Homg(V, V

′)⊕Homg(V, V
′′),

Homg(V ⊕ V ′, V ′′) ∼= Homg(V, V
′′)⊕Homg(V

′, V ′′)

が存在する．

Proof. 任意の線型写像 f : V → V ′⊕ V ′′ に対し，線型写像 f ′ : V → V ′ および f ′′ : V →
V ′′ を，任意の v ∈ V に対して f(v) = f ′(v) + f ′′(v)を満たすものとして定義すれば，対
応 f 7→ (f ′, f ′′)が線型同型

HomC(V, V
′ ⊕ V ′′) ∼= HomC(V, V

′)⊕HomC(V, V
′′)

を与えるのだった．このとき「f が g準同型である」ことと「f ′ と f ′′ がともに g準同型
である」ことが同値であることに注意すれば，示すべき最初の同型が得られる．2つ目の
同型も同様に示される．

32



定義 2.22. Lie代数 gの有限次元表現 V は，いくつかの既約表現の直和に同型であると
き，すなわち既約表現 V 1, V 2, . . . , V d が存在して，

V ∼= V 1 ⊕ V 2 ⊕ · · · ⊕ V d (2.6)

となるとき完全可約 (completely reducible)であるという．

命題 2.23 (既約分解の一意性). Lie代数 gの有限次元既約表現の同型類の完全代表系S

をひとつ選ぶ．このとき gの完全可約な有限次元表現 V について，同型

V ∼=
⊕
S∈S

S⊕mS(V ) ただしmS(V ) := dimHomg(S, V ),

が存在する．

Proof. V は完全可約なので既約表現の直和への同型 (2.6) を持つ．このとき各既約表現
S ∈ S に対し，補題 2.21，レポート問題 10(2)および Schurの補題（定理 2.14）より

dimHomg(S, V ) =

d∑
i=1

dimHomg(S, V
i) = #{i | S ∼= V i}

が成り立つ．示すべき主張はこれから直ちに従う．

2.4 sl2 の有限次元表現の分類
定理 2.24. Lie 代数 sl2 の任意の有限次元表現 V は完全可約であり，既約表現 V (n)

(n ∈ Z≥0)たちの直和に同型である．すなわち非負整数 n1, n2, . . . , nd ∈ Z≥0 が（順序の
入れ替えを除いて一意的に）存在し，

V ∼= V (n1)⊕ V (n2)⊕ · · · ⊕ V (nd)

となる．

以下，この定理 2.24の証明を与える．いくつか準備が必要である．
与えられた有限次元表現 V = (V, ρ)に対して E := ρ(e), F := ρ(f),H := ρ(h)とおく．
これらは関係式 (2.4)を満たす．複素数 c ∈ Cに対して，以下 c · idV を単に cと略記し，

Vc := {v ∈ V | Hv = cv} ⊂ V(c) := {v ∈ V | ∃k ∈ Z>0 s.t. (H − c)kv = 0}

とおく．また
SpecH := {c ∈ C | Vc 6= {0}}
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を H の固有値全体のなす有限集合とする．固有値 c ∈ SpecH に対し，Vc はその固有空
間，V(c) はその広義固有空間である．線形代数学で習うように，V は H の広義固有空間
の直和に分解する：

V =
⊕

c∈SpecH

V(c).

注意 2.25. 部分表現 U ⊂ V について，次が成り立つ：

U(c) = U ∩ V(c), (V/U)(c) ∼= V(c)/U(c) (c ∈ C).

補題 2.26. 任意の c ∈ Cに対し，以下が成り立つ：

E(Vc) ⊂ Vc+2, E(V(c)) ⊂ V(c+2), (2.7)

F (Vc) ⊂ Vc−2, F (V(c)) ⊂ V(c−2). (2.8)

特に，k ≥ #SpecH ならば Ek = F k = 0である．

Proof. 関係式 (2.4)から HE = EH + 2E ゆえ，任意の c ∈ Cについて

(H − (c+ 2))E = HE − (c+ 2)E = EH + 2E − (c+ 2)E = E(H − c)

である．よって，任意の k ∈ Z>0 に対して，

(H − (c+ 2))kE = E(H − c)k

が成り立つ．特に v ∈ V が (H − c)kv = 0を満たすならば

(H − (c+ 2))kEv = E(H − c)kv = 0

である．これから (2.7)が従う．(2.8)も同様に示される．

一方，部分ベクトル空間 V e ⊂ V を

V e := Ker(E) = {v ∈ V | e · v = E(v) = 0}

と定める．このとき
H(V e) ⊂ V e (2.9)

であることに注意しよう．実際，v ∈ V e ならば，関係式 EH −HE = −2E より

EHv = EHv −HEv = −2Ev = 0

である．また補題 2.26より E は冪零であるから

V e = {0} =⇒ V = {0} (2.10)

にも注意しておく．
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補題 2.27. 任意の v ∈ V e と k ∈ Z>0 に対し，以下の関係式が成り立つ：

EF kv = kF k−1(H − k + 1)v, (2.11)

EkF kv = k!H(H − 1)(H − 2) · · · (H − k + 1)v. (2.12)

Proof. 証明は基本的に関係式 (2.4)を用いた計算による．まず (2.11)を k に関する帰納
法で示す．k = 1のときは Ev = 0と関係式 EF − FE = H より

EFv = EFv − FEv = Hv

だから良い．また k について関係式 (2.11)が正しいと仮定すると，

EF k+1v = EFF kv − FEF kv + FEF kv

= HF kv + F (kF k−1(H − k + 1))v

=
k∑
j=1

F j−1(HF − FH)F k−jv + F kHv + kF k(H − k + 1)v

= −2kF kv + F kHv + kF k(H − k + 1)v

= F k(−2k +H + k(H − k + 1))v

= (k + 1)F k(H − k)v

が成り立つ．ここで，2つ目の等号で関係式 EF − FE = H, (2.9)および帰納法の仮定
を，4つ目の等号で関係式 HF − FH = −2F を用いた．したがって帰納法により関係式
(2.11)が示された．関係式 (2.12)は，(2.9)に注意しながら (2.11)を繰り返し適用して

EkF kv = Ek−1(EF kv)

= kEk−1F k−1(H − k + 1)v

= k(k − 1)Ek−2F k−2(H − k + 2)(H − k + 1)v

= · · ·
= k!H(H − 1) · · · (H − k + 2)(H − k + 1)v

のように示すことができる．

補題 2.28. 作用素 H の V e への制限 H|V e は対角化可能であり，その固有値は非負整数
である．すなわち V en := V e ∩ Vn とおけば

V e =
⊕
n∈Z≥0

V en

が成り立つ．さらに H の固有値はすべて整数，すなわち SpecH ⊂ Zである．
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Proof. k ≥ #SpecH のとき，任意の v ∈ V e に対して補題 2.26と (2.12)より

0 = EkF kv = k!H(H − 1)(H − 2) · · · (H − k + 1)v

が成り立つ．これはH|V e の最小多項式が多項式∏k−1
j=0 (t− j)を割り切ることを導く．し

たがって H|V e は対角化可能であり，その固有値は {0, 1, 2, · · · , k − 1} に属する．これ
で前半の主張が示された．さらに任意の固有値 c ∈ SpecH と固有ベクトル v ∈ Vc に対
し，m := max{l ∈ Z>0 | Elv 6= 0} とおけば，(2.7) より Emv ∈ V ec+2m \ {0} である．
このとき前半の主張より c + 2m ∈ Z≥0，したがって c ∈ Z である．これで後半の主張
SpecH ⊂ Zも示された．

補題 2.29. 任意の v ∈ V en \ {0}に対し

〈v〉 := SpanC{v, Fv, F 2v, · · · , Fnv}

は V の部分表現であり，既約表現 V (n)と同型である．

Proof. m := max{k | F kv 6= 0}とすると，関係式 (2.11)より

0 = EFm+1v = (m+ 1)Fm(H −m)v = (m+ 1)(n−m)Fmv

であるから，m = n がわかる．よって特に F 〈v〉 ⊂ 〈v〉 である．また (2.8) より 各
k ∈ {0, 1, . . . , n} について F kv ∈ Vn−2k \ {0} であるから H〈v〉 ⊂ 〈v〉 であり，集合
{F kv | 0 ≤ k ≤ n}は一次独立，したがって 〈v〉の基底を与える．さらに関係式 (2.11)か
ら，各 k ∈ {0, 1, . . . , n}について

EF kv = kF k−1(H − k + 1)v = k(n− k + 1)F k−1v

であるから，E〈v〉 ⊂ 〈v〉もわかる．ゆえに 〈v〉は部分表現である．線型同型 ϕ : V (n)→
〈v〉を ϕ(vk) := F kv/k!と定めれば，ϕが表現の同型を与えることが容易にわかる．

さて，与えられた表現 V をより小さい表現の直和に分解することを考える．そのため
に Casimir作用素を考えるのが便利である．

定義 2.30 (Casimir 作用素). sl2 の表現 V = (V, ρ)に対し，付随する Casimir作用素
CV ∈ EndC(V )を次の式で定義する：

CV := 2FE +
1

2
H(H + 2) (E := ρ(e), F := ρ(f),H := ρ(h)).

補題 2.31. 各X ∈ {E,F,H}に対し CVX = XCV，すなわち CV ∈ Endsl2(V )である．
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レポート問題 12. 関係式 (2.4)を用いた計算により，補題 2.31を確かめよ．

例 2.32. 例えば V が有限次元既約表現のとき，補題 2.31 と Schur の補題（補題 2.13）
よりある γ ∈ Cが存在して CV = γ · idV となる. 特に V = V (n)のときは，CV (n)v0 =
1
2H(H + 2)v0 = n(n+2)

2 v0 であるから γ = n(n+2)
2 である．

与えられた有限次元表現 V を，Casimir作用素 CV の広義固有空間の直和に分解する：

V =
⊕
γ∈C

V [γ], V [γ] := {v ∈ V | ∃k ∈ Z>0 s.t. (CV − γ)kv = 0}.

このとき補題 2.31より，各 V [γ]は V の部分表現になる．したがって，ある γ ∈ Cに対
して V = V [γ]となる場合を考察すれば十分である．

補題 2.33. 有限次元表現 V は {0}でないとし，ある γ ∈ Cについて V = V [γ]である
と仮定する．このとき非負整数 nがただひとつ存在して

γ = γn :=
n(n+ 2)

2

となる．さらにこのとき V e = Vn = V(n) となる．

Proof. 補題 2.28より，分解 V e =
⊕

n∈Z≥0
V en がある．ここで CV |V e

n
= γn · idV e

n
であ

り，非負整数 n, n′ について n 6= n′ ならば γn 6= γn′ なので，CV がただひとつの固有値
を持つという仮定より V e = V en なる n ∈ Z≥0 がただひとつ存在し，γ = γn となる．こ
のとき nは SpecH の最大値であるから V(n) ⊂ V e．ゆえに Vn ⊂ V(n) ⊂ V e = V en ⊂ Vn
であり，したがって Vn = V(n) = V e を得る．

補題 2.34. 有限次元表現 V がある非負整数 nに対し V = V [γn]を満たすとする．この
とき表現の同型

V ∼= V (n)⊕ dimVn

が存在する．

Proof. d := dimVnとおき，Vnの基底 {vi}1≤i≤d をひとつ選ぶ．補題 2.33より Vn = V en

だから，各 vi に対して補題 2.29を適用して，〈vi〉 = SpanC{F kvi | 1 ≤ k ≤ n}は V (n)

と同型な V の部分表現である．このとき集合 {F kvi | 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤ d}は一次独立
である．実際，{ψi}1≤i≤d ⊂ (Vn)

∗ を {vi}1≤i≤d ⊂ Vn の双対基底として，ϕk,i ∈ V ∗ を
ϕk,i(v) :=

n!
k!ψi(E

kv)と定めれば，ϕk,i(F lvj) = δ(k,i),(l,j) となる．したがって

U := SpanC{F kvi | 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤ d} = 〈v1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈vd〉
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は V (n)⊕dと同型な V の部分表現である．あとは U = V を示せば良い．仮定 V = V [γn]

より，商表現 V̄ := V/U も V̄ = V̄ [γn]を満たす．V̄ に補題 2.33を適用して，注意 2.25

および V(n) = Vn = U(n) と併せて

V̄ e = V̄(n) ∼= V(n)/U(n) = Vn/Vn = {0}

を得る．(2.10)より，これは V̄ = {0}，すなわち U = V を導く．

定理 2.24の証明. 与えられた有限次元表現 V を，Casimir作用素 CV の広義固有空間の
直和に分解すると，補題 2.33より V =

⊕
n∈Z≥0

V [γn]となる．補題 2.34より，各成分
V [γn]は V (n)の有限個のコピーの直和に同型である．ゆえに V は既約表現 V (n)たちの
いくつかの直和に同型であり，特に完全可約である．以上で定理 2.24は証明された．

注意 2.35. 任意の有限次元表現 V = (V, ρ)について，定理 2.24より結局 H = ρ(h)お
よび Casimir作用素 CV はどちらも対角化可能であることがわかる．

レポート問題 13 (表現 V (n)の具体的実現). 2変数多項式環 R = C[x, y]上の線型微分
作用素 E,F,H ∈ EndC(R)を次の式で定義する：

E := x
∂

∂y
, F := y

∂

∂x
, H := x

∂

∂x
− y ∂

∂y
.

このとき以下を示せ．

(1) 写像 ρ : sl2 → gl(R)を

ρ

(
a b
c −a

)
:= aH + bE + cF (a, b, c ∈ C)

と定めると，ρは Lie代数の準同型である. よって R = (R, ρ)は Lie代数 sl2 の表
現となる．

(2) 各非負整数 n に対し，n 次斉次多項式全体の成す R の部分ベクトル空間 R(n) は
Rの部分表現であり，§2.2で定義した既約表現 V (n)に同型である．

(3) 表現 Rに付随する Casimir作用素 CR ∈ Endsl2(R)は，Euler作用素

θ := x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

を用いて CR = 1
2θ(θ + 2)と書ける．
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定義 2.36 (表現の指標). sl2 の有限次元表現 V に対し，その指標 χ(V )を，形式変数 z

の Laurent多項式として，次のように定義する：

χ(V ) :=
∑
n∈Z

(dimVn)z
n.

補題 2.37. 指標 χ(V )は以下の性質を満たす：

(1) sl2 の任意の有限次元表現 V, V ′ に対し，

χ(V ⊕ V ′) = χ(V ) + χ(V ′). (2.13)

(2) 任意の非負整数 n ∈ Z≥0 に対し

χ(V (n)) = zn + zn−2 + · · ·+ z−n+2 + z−n =
zn+1 − z−n−1

z − z−1
. (2.14)

Proof. (2.13)は任意の n ∈ Zに対して (V ⊕ V ′)n = Vn ⊕ V ′
n であることから，(2.14)は

既約表現 V (n)の構成からわかる．

系 2.38. sl2 の有限次元表現 V, V ′ に対し，次が成り立つ：

表現として V ∼= V ′ ⇐⇒ χ(V ) = χ(V ′).

すなわち，sl2 の有限次元表現は（同型を除いて）その指標だけから決まる．

Proof. (=⇒) は，表現の同型 V ∼= V ′ が任意の整数 n ∈ Z について固有空間の線
型同型 Vn ∼= V ′

n を導くことから従う．(⇐=) は次のように示される：定理 2.24 より
V ∼=

⊕
n∈Z≥0

V (n)⊕dn , V ′ ∼=
⊕

n∈Z≥0
V (n)⊕d

′
n と分解する．このとき (2.13)より

χ(V ) =
∑
n∈Z≥0

dnχ(V (n)), χ(V ′) =
∑
n∈Z≥0

d′nχ(V (n))

である．(2.14)より，集合 {χ(V (n)) | n ∈ Z≥0}は 1変数 Laurent多項式のなすベクト
ル空間 C[z±1]において一次独立である．ゆえに，χ(V ) = χ(V ′)ならば各 n ∈ Z≥0 につ
いて dn = d′n となり，したがって表現として V ∼= V ′ である．
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3 半単純 Lie代数とその構造
ここまで，Lie代数 sl2 の有限次元表現について論じてきたが，そこでは既約表現が非
負整数によってパラメトライズされ，一般の表現について完全可約性が成り立っていた．
sl2 の有限次元表現論におけるこのようなきれいな性質は，有限次元半単純 Lie代数と呼
ばれるクラスの Lie代数の有限次元表現論にまで一般化される．このことを説明すること
が，本講義の残りのパートのひとつの目標である．
そこでこの節ではまず半単純 Lie代数を定義し，その構造について説明する．以下，簡
単のため，Lie代数といえば常に有限次元複素 Lie代数を意味するものとする．

3.1 イデアルと半単純 Lie代数
Lie代数 gの部分ベクトル空間 a, b ⊂ gに対し，

[a, b] := SpanC{[x, y] | x ∈ a, y ∈ b} (3.1)

と書く．定義よりこれは gの部分ベクトル空間である．Lie括弧の反対称性から [a, b] =

[b, a]であることに注意しよう．

定義 3.1 (部分 Lie代数/イデアル). Lie代数 gの部分ベクトル空間 aは

(1) [a, a] ⊂ aを満たすとき，gの部分 Lie代数 (Lie subalgebra)であるといい，
(2) [g, a] ⊂ aを満たすとき，gのイデアル (ideal)であるという．

Lie代数のイデアルは，群の正規部分群に対応する概念である．aが gのイデアルであ
るとき，商ベクトル空間 g/aは自然に Lie代数となる．実際，g/aの Lie括弧を

[x+ a, y + a] := [x, y] + a (x, y ∈ g)

と定義すれば，aがイデアルであることからこれは well-defined（実際，x− x′, y− y′ ∈ a

のとき [x, y]− [x′, y′] = [x− x′, y] + [x′, y − y′] ∈ [a, g] + [g, a] = aとなるので，代表元
のとり方に依らない）であって，反対称性および Jacobi恒等式を満たすことがわかる．

補題 3.2 (準同型定理). Lie代数の準同型 ϕ : g→ g′ について，

(1) Kerϕは gのイデアルであり，Imϕは g′ の部分 Lie代数である；
(2) ϕは Lie代数の自然な同型 g/Kerϕ ∼= Imϕを導く．
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Proof. 群の準同型定理と同様に証明できる（ので，ここでは証明略）．

注意 3.3. 例えば随伴表現 (g, ad)を与える準同型写像 ad: g→ gl(g)の核

z(g) := Ker(ad) = {x ∈ g | [x, y] = 0, ∀y ∈ g}

は gのイデアルである．z(g)を gの中心 (center)と呼ぶ．より一般に gの表現 (V, ρ)に
対して Ker(ρ) ⊂ gは gのイデアルである．Ker(ρ) = {0}なるとき，表現 (V, ρ)は忠実
(faithful)であるという．

定義 3.4 (可換 Lie代数/単純 Lie代数). Lie代数 gは

(1) Lie括弧が自明，すなわち [g, g] = {0}なるとき可換 (commutative)であるといい，
(2) 非可換かつ {0}と g以外にイデアルを持たないとき，単純 (simple)であるという．

注意 3.5. Lie代数 gのイデアルとは随伴表現 (g, ad)の部分表現のことにほかならない．
よって，次のように言い換えられる：

• gが可換⇐⇒随伴表現 (g, ad)が自明，
• gが単純⇐⇒随伴表現 (g, ad)が非自明かつ既約．

例 3.6. 任意の Lie代数 gについて，その中心 z(g)は可換である．

例 3.7. Lie代数 sl2 は単純である．実際，その随伴表現 (sl2, ad)は 3次元既約表現 V (2)

と同型であることをすでに見た．実は後ほど説明する単純 Lie代数の分類結果により，sl2
は最小の単純 Lie代数であることが分かる．すでに登場した Lie代数の中で sln (n ≥ 2)

および son (n ≥ 3)は単純 Lie代数である（後で詳しく見る）．

例 3.8. 一般線形 Lie代数 gln は単純 Lie代数でない．実際，その中心 z(gln) = C · In は
スカラー行列全体のなす 1次元可換イデアルである．

レポート問題 14. Lie代数 gが単純ならば dim g ≥ 3であることを示せ．

定義 3.9 (Lie代数の直和). Lie代数 g1, g2, . . . , gd に対し，ベクトル空間の直和

d⊕
i=1

gi =

{
d∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣ xi ∈ gi, i ∈ {1, 2, . . . , d}

}
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は，双線形写像[
d∑
i=1

xi,
d∑
i=1

yi

]
:=

d∑
i=1

[xi, yi] (xi, yi ∈ gi, i ∈ {1, 2, . . . , d})

を Lie括弧として Lie代数となる．これを Lie代数の直和という．このとき，各 gi は自
然に⊕d

i=1 gi の部分ベクトル空間とみなせるが，i 6= j ならば [gi, gj ] = {0}であること
に注意する．特に，各 gi は

⊕d
i=1 gi のイデアルになっている．

定義 3.10 (半単純 Lie代数). Lie代数 gはいくつかの単純 Lie代数の直和として書ける
とき，すなわち単純イデアル g1, g2, . . . , gd ⊂ gが存在して g =

⊕d
i=1 gi となるとき，半

単純 (semi-simple)であるという*17．

注意 3.11. 単純 Lie代数はもちろん半単純である（d = 1の場合）．

例 3.12. 一般線形 Lie代数 gln は，Lie代数として gln = z(gln)⊕ sln と直和分解するが，
z(gln) = C · In が可換である（特に単純でない）ことから，半単純でない．

レポート問題 15. Lie代数 gが半単純であることと，随伴表現 (g, ad)が忠実かつ完全可
約であることは同値であることを示せ．

3.2 反傾表現と不変対称双線型形式
次に有限次元 Lie代数の半単純性に関する Cartanの判定条件 (= 定理 3.23)について
説明する．それは g上の不変双線型形式を用いて述べられるので，ここでは準備として不
変双線型形式について説明する．

定義 3.13 (反傾表現). Lie代数 gの表現 V に対し，その双対空間

V ∗ := HomC(V,C)

に gの表現の構造を

(xf)(v) := −f(xv) (x ∈ g, f ∈ V ∗, v ∈ V )

*17 半単純 Lie 代数には複数の互いに同値な定義が存在するので，文献を参照する際には注意が必要である．
特にこの講義ノートでの定義は，より伝統的な「{0}でない可解イデアルを持たない」という定義とは異
なる．異なる複数の定義が互いに同値であることは非自明な事実であり，普通はいわゆる Cartanの判定
条件（定理 3.23参照）を用いて証明される．
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によって定めることができる．実際，任意の x, y ∈ g, f ∈ V ∗, v ∈ V について

([x, y]f)(v) = −f([x, y]v)
= −f(x(yv)) + f(y(xv))

= (xf)(yv)− (yf)(xv)

= −(y(xf))(v) + (x(yf))(v)

= (x(yf)− y(xf))(v)

より，[x, y]f = x(yf)− y(xf)となり，(2.2)は満たされる．こうして得られる gの表現
V ∗ を V の反傾表現 (contragredient representation) もしくは双対表現 (dual represen-

tation)という．

補題 3.14. Lie代数 gの有限次元表現 V について，次が成り立つ：

V が既約 ⇐⇒ V ∗ が既約.

Proof. 有限次元ベクトル空間 V に対して，自然な線型同型 V ∼= (V ∗)∗ があったことを
思い出そう．V が g の有限次元表現のとき，この同型 V ∼= (V ∗)∗ は表現としての同型
を与える．以下この同型を介して V と (V ∗)∗ を同一視する．部分表現 U ⊂ V に対し，
U⊥ := {f ∈ V ∗ | f(u) = 0, ∀u ∈ U} は V ∗ の部分表現である．実際，任意の x ∈ g と
f ∈ U⊥ について，u ∈ U ならば (xf)(u) = −f(xu) = 0, すなわち xf ∈ U⊥ である．ま
た部分表現 (U⊥)⊥ ⊂ (V ∗)∗ = V は U に等しい．実際，明らかな包含 U ⊂ (U⊥)⊥ があ
るが，dimU + dimU⊥ = dimV に注意すれば dimU = dim(U⊥)⊥ が従う．ゆえに対応
U ↔ U⊥ は，V の部分表現の集合と V ∗ の部分表現の集合の間の全単射を引き起こす．
したがって V の既約性と V ∗ の既約性は同値である．

次に対称双線型形式について復習しよう．ベクトル空間 V に対し，双線形写像

B : V × V → C

であって，条件 B(u, v) = B(v, u) (∀u, v ∈ V ) を満たすものを V 上の対称双線型形式
(symmetric bilinear form)と呼ぶ．このとき V の部分ベクトル空間

radB := {v ∈ V | B(v, u) = 0, ∀u ∈ V }

を B の根基 (radical)という．radB = {0}なるとき B は非退化 (non-degenerate)であ
るという．これは双対空間 V ∗ を用いて以下のように言い換えられる．V 上の対称双線型
形式 B に対し，線形写像 νB : V → V ∗ が

νB(v)(u) := B(v, u) (v, u ∈ V ) (3.2)

43



によって定まる．このとき
radB = Ker(νB)

である．ゆえに，B が非退化であることと，νB が単射であることは同値である．特に V

が有限次元ならば，B が非退化であることと，νB が線型同型 V
'−→ V ∗ であることは同

値である．

注意 3.15. 有限次元ベクトル空間 V 上の非退化対称双線型形式Bと V の基底 {vi}1≤i≤n
が与えられたとき，V の別の基底 {v′i}1≤i≤n で

B(vi, v
′
j) = δi,j (∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n})

を満たすものが一意的に存在する．実際，{v∗i }1≤i≤n ⊂ V ∗ を {vi}1≤i≤n の双対基底とし
て，v′i := ν−1

B (v∗i )とおけば上の条件を満たすものとして一意的に決まる．

定義 3.16 (g不変形式). Lie代数 gの表現 V 上の対称双線型形式 B : V ×V → Cは条件

B(xv, u) +B(v, xu) = 0 (∀x ∈ g, ∀v, u ∈ V ) (3.3)

を満たすとき，g不変 (g-invariant)であるという．

注意 3.17. 条件式は群の場合と比較するとわかりやすい．群 G の表現 V 上の双線型形
式 B : V × V → Cは条件

B(gv, gu) = B(v, u) (∀g ∈ G, ∀v, u ∈ V ) (3.4)

を満たすとき，G 不変であるという．Lie 代数 g が Lie 群 G から来ているとき，条
件式 (3.3) は条件式 (3.4) を微分して得られる．すなわち (3.4) において g = exp(tx),

x ∈ LieGとすれば
B(exp(tx)v, exp(tx)u) = B(v, u)

となるが，この両辺を tについて微分して t = 0とおくことで条件式 (3.3)を得る．

補題 3.18. Lie代数 gの表現 V 上の対称双線型形式 B について，B が g不変であるこ
とと，対応する線型写像 νB : V → V ∗ が表現の準同型であることは同値である．

Proof. 条件 (3.3)を B に付随する線形写像 νB : V → V ∗ を用いて

νB(xv)(u) = −νB(v)(xu) = (x · νB(v))(u) (∀x ∈ g, ∀v, u ∈ V )

と書き換えることができる．これは

νB(x · v) = x · νB(v) (∀x ∈ g, ∀v ∈ V ),
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すなわち νB が準同型であることと同値である．

命題 3.19. Lie代数 gの有限次元既約表現 V について，V 上の任意の 0でない g不変対
称双線型形式は非退化であり，C倍を除いて一意的である*18．

Proof. V 上の g不変対称双線型形式 B が与えられたとする．このとき補題 3.18より対
応する線形写像 νB : V → V ∗ は g準同型である．V は有限次元既約表現と仮定している
ので，補題 3.14より V ∗ も有限次元既約表現である．よって Schurの補題 (= 定理 2.14)

より，B 6= 0ならば νB は同型，すなわち B は非退化である．最後の一意性も Schurの
補題から従う．

3.3 Killing形式と Cartanの判定条件
ここでは随伴表現 (g, ad)に着目し，g上の随伴作用に関する g不変対称双線型形式，す
なわち対称双線型形式 B : g× g→ Cであって，条件

B([x, y], z) +B(y, [x, z]) = 0 (∀x, y, z ∈ g). (3.5)

を満たすものの具体的構成について考える．
まず線形写像のトレースについて手短に復習しよう．n 次正方行列 A = (Aij) ∈

Matn(C)に対し，その対角成分の和 tr(A) :=
∑n
i=1Aii を Aのトレースと呼ぶのだった．

A,B ∈ Matn(C)に対して

tr(AB) =
∑

1≤i,j≤n

AijBji = tr(BA) (3.6)

が成り立つ．より一般に有限次元ベクトル空間 V の自己線形写像 f ∈ EndC(V ) に対し
て，そのトレースを

trV (f) := tr(ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ) (3.7)

によって定義する．ここで ϕ は任意の線型同型 ϕ : Cn '−→ V であり，右辺は正方行列
ϕ−1◦f◦ϕ ∈ EndC(Cn) = Matn(C)の通常のトレースである．別の線型同型ψ : Cn '−→ V

を取ったとき，P := ψ−1 ◦ ϕ ∈ GLn(C)とおけば，(3.6)より

tr(ψ−1 ◦ f ◦ ψ) = tr(P ◦ ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ ◦ P−1) = tr(ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ)

*18 ただし 0でない g不変対称双線型形式は必ずしも存在するとは限らない．
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となるので，(3.7)の右辺は線型同型 ϕのとり方に依らず一定ゆえ trV (f)は well-defined

である．(3.6)より，任意の f, g ∈ EndC(V )に対して次が成り立つ：

trV (f ◦ g) = trV (g ◦ f). (3.8)

補題 3.20. Lie代数 gの有限次元表現 V = (V, ρ)に対し，写像 BV : g× g→ Cを

BV (x, y) := trV (ρ(x) ◦ ρ(y)) (x, y ∈ g)

と定義すれば，BV は g上の随伴作用 adに関する g不変対称双線型形式を与える．

Proof. BV の双線型性は構成から明らか，対称性は (3.8)から従う．g不変性 (3.5)は，

BV ([x, y], z) = trV (ρ([x, y]) ◦ ρ(z))
= trV ((ρ(x) ◦ ρ(y)− ρ(y) ◦ ρ(x)) ◦ ρ(z)) (∵ (2.2))

= trV (ρ(x) ◦ ρ(y) ◦ ρ(z))− trV (ρ(y) ◦ ρ(x) ◦ ρ(z))
= trV (ρ(y) ◦ ρ(z) ◦ ρ(x))− trV (ρ(y) ◦ ρ(x) ◦ ρ(z)) (∵ (3.8))

= − trV (ρ(y) ◦ ρ([x, z]))
= −BV (y, [x, z])

と確かめられる．

例 3.21 (sl2 の例). 非負整数 n ∈ Z≥0 を固定し，sl2 の既約表現 V (n) = (V (n), ρ)に対
して，双線型形式 BV (n) を計算してみよう．E := ρ(e), F := ρ(f),H := ρ(h)は (2.5)で
与えられるので，BV (n)(e, e) = BV (n)(f, f) = BV (n)(h, e) = BV (n)(h, f) = 0であり，

BV (n)(h, h) = trV (n)(H
2) =

n∑
k=0

(n− 2k)2 =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
,

BV (n)(e, f) = trV (n)(EF ) =

n∑
k=0

(n− k)(k + 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

6

となる．よって n > 0 ならば BV (n) は非退化である．また BV (n) = n(n+1)(n+2)
6 BV (1)

もわかり，確かに命題 3.19の主張（V = sl2 の場合）と整合している．

定義 3.22 (Killing形式). 任意の有限次元 Lie代数 gに対し，その随伴表現 (g, ad)につ
いて補題 3.20の構成を適用して，g上の g不変対称双線型形式 κg を

κg(x, y) := trg(ad(x) ◦ ad(y))

と定義する．κg を gのKilling形式 (Killing form)と呼ぶ．
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定理 3.23 (Cartanの判定条件). 有限次元 Lie代数 gについて，次が成り立つ：

gが半単純 ⇐⇒ Killing形式 κg が非退化.

時間的制約により，残念ながら本講義では定理 3.23の証明を省略する．興味のある人
は [2, §5]または [1, §C.1]などを参照．

例 3.24. sl2 の場合，(sl2, ad) ∼= V (2)だったので κsl2 = BV (2) である．例 3.21より

κsl2(e, e) = κsl2(f, f) = κsl2(h, e) = κsl2(h, f) = 0, κsl2(h, h) = 8, κsl2(e, f) = 4

であり，これは確かに非退化である．

レポート問題 16. Lie代数の直和 g =
⊕d

i=1 gi の Killing形式について，次を示せ：

κg

(
d∑
i=1

xi,
d∑
i=1

yi

)
=

d∑
i=1

κgi
(xi, yi) (xi, yi ∈ gi, i ∈ {1, 2, . . . , d}).

3.4 可換 Lie代数のウェイト表現
次なる目的は半単純 Lie代数の構造を記述することである．ここではそのための準備と
して可換 Lie代数のウェイト表現に関する基本的な事実を述べる．またその応用として特
殊線型 Lie代数 sln の単純性を証明し，その Killing形式を計算する．
以下，hを有限次元可換 Lie代数とし，V をその（有限次元とは限らない）表現とする．

hの双対空間の元 λ ∈ h∗ に対し，部分ベクトル空間 Vλ ⊂ V を

Vλ := {v ∈ V | h · v = λ(h)v, ∀h ∈ h},

と定義する．Vλ 6= {0}であるとき，λは V のウェイト (weight)であるといい，Vλ をそ
のウェイト空間，ベクトル v ∈ Vλ \ {0}をそのウェイトベクトルという．

補題 3.25. 可換 Lie代数 hの表現 V, V ′ の間の準同型 ϕ : V → V ′ は次を満たす：

ϕ(Vλ) ⊂ V ′
λ (∀λ ∈ h∗).

Proof. v ∈ Vλ ならば

h · ϕ(v) = ϕ(h · v) = ϕ(λ(h)v) = λ(h)ϕ(v)

である．すなわち ϕ(v) ∈ V ′
λ である.
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補題 3.26. ウェイト空間の和は直和である．すなわち，hの任意の表現 V について∑
λ∈h∗

Vλ =
⊕
λ∈h∗

Vλ

が成り立つ．

Proof. 任意の互いに相異なる有限個のウェイト λ1, . . . , λl ∈ h∗ とベクトル vi ∈ Vλi ,

1 ≤ i ≤ l, について，v := v1 + · · ·+ vl = 0ならば v1 = · · · = vl = 0を示せば良い．lに
関する帰納法による．l = 1のときは自明．l > 1のとき，任意の h ∈ hについて

0 = h · v − λ1(h)v =
l∑
i=2

(λi − λ1)(h)vi

である．帰納法の仮定より各 i ∈ {2, . . . , l} について (λi − λ1)(h)vi = 0 である．各
i ∈ {2, . . . , l}に対して λi 6= λ1 だから，h ∈ hを (λi − λ1)(h) 6= 0なるように選べるの
で，vi = 0が従う．このとき v1 = v − (v2 + · · ·+ vl) = 0も従い，主張は示された．

定義 3.27 (ウェイト表現). 可換 Lie代数 hの表現 V は，ベクトル空間 V がウェイト空
間の和であるとき，すなわち

V =
∑
λ∈h∗

Vλ =
⊕
λ∈h∗

Vλ

のとき，ウェイト表現であるという．（ここで 2つ目の等号は補題 3.26から常に従う．）

補題 3.28. V は可換 Lie代数 hのウェイト表現であるとする．このとき V の任意の部分
表現 U ⊂ V および商表現 V/U はまたウェイト表現であって，次が成り立つ：

Uλ = U ∩ Vλ, (V/U)λ ∼= Vλ/Uλ (∀λ ∈ h∗).

Proof. U ⊂ V を部分表現とする．等式 Uλ = U ∩ Vλ は定義より明らか．π : V → V/U

を商写像とすると，

V/U = π(V ) = π

∑
λ∈h∗

Vλ

 =
∑
λ∈h∗

π(Vλ) ⊂
∑
λ∈h∗

(V/U)λ

である．ここで最後の包含は補題 3.25 による．よって V/U =
∑
λ∈h∗(V/U)λ はウェイ

ト表現であり，π は線型同型 (V/U)λ ∼= Vλ/(U ∩ Vλ) = Vλ/Uλ を導く．
U がウェイト表現であることを示そう．補題 3.26 より，任意のベクトル v ∈ U は

v =
∑
λ∈h∗ vλ (vλ ∈ Vλ) の形に一意的に表せる. このとき任意の λ ∈ h∗ について
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vλ ∈ Uλ を言えば良い．v ∈ U だから 0 = π(v) =
∑
λ π(vλ) であるが，補題 3.25 より

各 λ ∈ h∗ に対して π(vλ) ∈ (V/U)λ である．補題 3.26 より，任意の λ ∈ h∗ について
π(vλ) = 0，すなわち vλ ∈ U ∩ Vλ = Uλ がわかる．

レポート問題 17. h を有限次元可換 Lie 代数とする．各 λ ∈ h∗ を Lie 代数の準同型
λ : h→ C = gl(C)とみなすことによって hの 1次元表現 (C, λ)が定まる．以下を示せ：

(1) 集合 {(C, λ) | λ ∈ h∗}は hの有限次元既約表現の同型類の完全代表系を与える．
(2) hの有限次元表現 V について，V がウェイト表現であることと V が完全可約であ
ることは同値である．

例 3.29 (sln の単純性の証明と Killing形式の計算). Lie代数 sln を考えよう．これはト
レースが 0であるような n次正方行列全体

sln = {A ∈ Matn(C) | tr(A) = 0}

のなす gln の部分 Lie代数であった．定義より dim sln = n2− 1であり，その基底として

{Ei,j | 1 ≤ i 6= j ≤ n} ∪ {Hi := Ei,i − Ei+1,i+1 | 1 ≤ i < n} (3.9)

がとれる．ここで Ei,j ∈ Matn(C)は (i, j)成分 1，それ以外の成分が 0であるような n

次正方行列（いわゆる行列単位）である．なお行列単位同士の交換子は次のようになる：

[Ei,j , Ek,l] = δj,kEi,l − δi,lEk,j (1 ≤ i, j, k, l ≤ n). (3.10)

さて，h ⊂ sln を対角行列の全体

h := {
∑n
i=1 aiEi,i | (ai) ∈ Cn,

∑n
i=1 ai = 0} = SpanC{Hi | 1 ≤ i < n}

とすると，hは slnの可換部分 Lie代数，dim h = n−1である．随伴作用 ad: h→ gl(sln)

によって sln を可換 Lie代数 hの表現と見なすとき，sln は hのウェイト表現である．実
際，各 i ∈ {1, . . . , n}に対し，双対空間の元 εi ∈ h∗ を

εi(
∑n
j=1 ajEj,j) := ai

によって定義すれば，式 (3.10)より任意の h ∈ hについて [h,Ei,j ] = (εi − εj)(h)Ei,j が
分かる．よって次のようなウェイト空間の直和への分解を得る：

sln = (sln)0 ⊕
⊕

1≤i 6=j≤n

(sln)εi−εj , (sln)0 = h, (sln)εi−εj = CEi,j . (3.11)
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命題 3.30. 任意の n ∈ Z≥2 について，Lie代数 sln は単純である．

Proof. a ⊂ sln を {0}でないイデアルとするとき，a = sln であることを示せば良い．a

は随伴表現 (sln, ad)の部分表現であるから，特に hの随伴作用で保たれる．上で見たよ
うに h表現として sln はウェイト表現だったから，補題 3.28 よりその部分表現である a

も hのウェイト表現であり，ウェイト空間の直和に分解する．分解 (3.11)より，特に

(a) a ∈ Ei,j なる 1 ≤ i 6= j ≤ nが存在する，もしくは
(b) a ∩ h 6= {0}

の少なくとも一方が成立する．(a) のとき，任意の k ∈ {1, . . . , n} \ {i, j} について
Ek,j = [Ek,i, Ei,j ] および Ei,k = [Ei,j , Ej,k] はともに a に属する．さらに任意の l ∈
{1, . . . , n} \ {j, k}について Ek,l = [Ek,j , Ej,l] ∈ a，また任意の l ∈ {1, . . . , n} \ {i, k}に
ついて El,k = [El,i, Ei,k] ∈ aも言える．すなわち 1 ≤ k 6= l ≤ nかつ (k, l) 6= (j, i)なら
ば Ek,l ∈ aがわかった．一方で [Ej,i, [Ej,i, Ei,j ]] = [Ei,j , Ej,j −Ei,i] = −2Ej,i ∈ aであ
るから Ej,i ∈ a．結局すべての 1 ≤ k 6= l ≤ nについて Ek,l ∈ aが分かった．このとき
Ek,k −El,l = [Ek,l, El,k] ∈ aだから，h ⊂ a．ゆえに a = sln を得る．(b)のときは，0で
ない元 h ∈ a ∩ hについて，ある 1 ≤ i 6= j ≤ nが存在して (εi − εj)(h) 6= 0となる．こ
のとき Ei,j = [h,Ei,j ]/(εi − εj)(h) ∈ aとなり，(a)の場合に帰着する．

次に sln の Killing形式を計算しよう．ただ定義に従って直接計算するのではなく，命
題 3.19 を援用して賢く計算したい．そこでまずベクトル表現 Cn に付随する不変形式
BCn を考える．これは単に通常の行列の積のトレース，すなわち

BCn(x, y) := tr(xy) (x, y ∈ sln)

で定義される sln 上の不変対称双線型形式であって，容易に直接計算ができる．標準的な
基底 (3.9)の元に対するその値は

BCn(Ei,j , Ek,l) =

{
1 (k, l) = (j, l)のとき,
0 それ以外のとき,

BCn(Hi,Hj) =


2 i = j のとき,
−1 |i− j| = 1のとき,
0 |i− j| > 1のとき,

BCn(Hi, Ek,l) = 0

となる．特に BCn 6= 0だから，命題 3.19より BCn は非退化であり，Killing形式 κsln は
BCn のスカラー倍，すなわち κsln = cBCn なる c ∈ Cが存在する．スカラー cを計算す
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るには例えば κsln(H1,H1)を計算して BCn(H1,H1) = 2と比較すれば良い．分解 (3.11)

を用いて計算すれば

κsln(H1,H1) =
∑

1≤i 6=j≤n

(εi(H1)− εj(H1))
2 = 2

∑
1≤i<j≤n

(εi(H1)− εj(H1))
2 = 4n

となる．したがって c = 2n，よって κsln = 2nBCn を得る．

3.5 Cartan部分代数とルート空間分解
定義 3.31 (Cartan 部分代数). Lie代数 gの部分 Lie代数 h ⊂ gは，以下の 2条件を満
たすとき Cartan部分代数 (Cartan subalgebra)であるという：

(1) hは冪零，すなわち十分大きい n ∈ Z>0 をとれば任意の x1, x2, . . . , xn ∈ hに対し
て (ad(x1) ◦ ad(x2) ◦ · · · ◦ ad(xn))(h) = 0となる．

(2) 元 x ∈ gについて，ad(x)(h) ⊂ hならば x ∈ hである．

Cartan部分代数の次元 dim hを Lie代数 gの階数 (rank)と呼び，rk gと書く．次の事実
3.32により rk gは well-definedである．

事実 3.32. 任意の有限次元 Lie代数 gについて，gの Cartan部分代数は存在し，gの自
己同型による共役を除いて一意的である．すなわち，2つの Cartan部分代数 h, h′ ⊂ gが
与えられたとき，Lie代数の自己同型 φ : g

'−→ gが存在して，φ(h) = h′ となる．

本講義では事実 3.32の証明を述べる余裕がないので省略する．興味があれば [2, §§15–

16]などを参照されたい．

レポート問題 18. 有限次元 Lie代数 g, g′ に対し rk(g⊕ g′) = rk g+ rk g′ を示せ．

例 3.33. Lie代数 sln について，例 3.29で対角行列のなす可換部分 Lie代数 h ⊂ sln を
考えたが，この hは sln の Cartan部分代数である．特に rk sln = n− 1である．

より一般に次が成り立つ．

定理 3.34. 半単純 Lie代数 gの部分 Lie代数 h ⊂ gについて，以下の条件 (i)と (ii)は
互いに同値である：

(i) hは gの Cartan部分代数である．
(ii) hは可換 Lie代数であって，以下を満たす：
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• 随伴作用 ad: h→ gl(g)によって gを hの表現とみなしたとき，gは hのウェイト
表現である．すなわち，次の直和分解がある：

g =
⊕
α∈h∗

gα, gα := {x ∈ g | [h, x] = α(h)x, ∀h ∈ h}. (3.12)

• 上の分解 (3.12) において，g0 = h である．言い換えると，元 x ∈ g について
[x, h] = {0}ならば x ∈ hである．

Proof. [(i) =⇒ (ii)] の証明は本講義では省略する（興味があれば例えば [2, §§8.1, 8.2,

15.3]などを参照）．[(ii) =⇒ (i)]は次のように簡単に示される：h ⊂ gが (ii)の条件を満た
す可換部分 Lie代数であるとする．hは可換だから特に冪零である．元 x ∈ gが [x, h] ⊂ h

を満たすとき x ∈ hであることを示す．分解 (3.12)より x =
∑
α∈h∗ xα, xα ∈ gα, と一

意的に表せる．g0 = h だから，このとき任意の α 6= 0 に対して xα = 0 を示せば良い．
仮定 [x, h] ⊂ hより，任意の h ∈ hに対し [h, x] =

∑
α 6=0 α(h)xα ∈ hである．よって再

び分解 (3.12)より，任意の α ∈ h∗ \ {0}と h ∈ hについて α(h)xα = 0が成り立つ．任
意に与えられた α ∈ h∗ \ {0}に対し，h ∈ hをうまく選べば α(h) 6= 0となるので，α 6= 0

ならば xα = 0でなくてはならない．したがって x = x0 ∈ g0 = hを得る．

以下，gは半単純であるとし，その Cartan部分代数 h ⊂ gをひとつ選んで固定する．
このとき記法 (3.12)の下で，gα 6= {0}なる元 α ∈ h∗ \ {0}をルート (root)と呼び，gα

をルート空間，その非零元 x ∈ gα \ {0}をルートベクトルと呼ぶ．また

∆ := {α ∈ h∗ \ {0} | gα 6= {0}}

でルート全体の集合を表す．∆は h∗ の有限部分集合である．分解 (3.12)は

g = h⊕
⊕
α∈∆

gα. (3.13)

とも書ける．これを gのルート空間分解 (root space decomposition)という．

例 3.35. h ⊂ sln を対角行列のなす Cartan部分代数とすると，分解 (3.11)より，ルート
の集合は

∆ = {αi,j := εi − εj | 1 ≤ i 6= j ≤ n} ⊂ h∗

であり，ルート空間分解は

sln = h⊕
⊕

1≤i 6=j≤n

(sln)αi,j
, (sln)αi,j

= CEi,j (3.14)

となる．
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ルートの集合 ∆ ⊂ h∗ およびルート空間分解 (3.13)は諸々の著しい性質を示す．以下，
Killing形式 κg の非退化性および sl2 の表現論を駆使してそれらを調べていく．

補題 3.36. 記法 (3.12)の下で，

[gα, gβ ] ⊂ gα+β (∀α, β ∈ h∗) (3.15)

が成り立つ．特に，x ∈ gα, α 6= 0ならば作用素 ad(x) : g→ gは冪零である．

Proof. x ∈ gα, y ∈ gβ , h ∈ hとすると，[h, x] = α(h)xかつ [h, y] = β(h)y である．こ
のとき，Jacobi恒等式から

[h, [x, y]] = [[h, x], y] + [x, [h, y]] = α(h)[x, y] + β(h)[x, y] = (α+ β)(h)[x, y]

を得る．ゆえに [x, y] ∈ gα+β である．

Cartanの判定条件（定理 3.23）により，半単純 Lie代数 gのKilling形式 κg : g×g→ C
が非退化であることを思い出そう．

命題 3.37. ルート空間分解 (3.13)について，以下が成り立つ：

(1) SpanC ∆ = h∗,

(2) α, β ∈ ∆ ∪ {0}について，κg(gα, gβ) 6= {0} ⇐⇒ α+ β = 0,

(3) α ∈ ∆ならば −α ∈ ∆,

(4) κg の h× hへの制限は h上の非退化対称双線型形式を与える．

Proof. (1)は背理法による．SpanC ∆ 6= h∗ と仮定すると，ある元 h ∈ h \ {0}が存在し
て任意のルート α ∈ ∆に対して α(h) = 0，すなわち [h, gα] = {0}を満たす．このとき
分解 (3.13)より ad(h) = 0となるが，これは gの半単純性に反する．
(2)を示す．任意の x ∈ gα, y ∈ gβ , h ∈ hに対して，κg の g不変性より

0 = κg([h, x], y) + κg(x, [h, y]) = α(h)κg(x, y) + β(h)κg(x, y) = (α+ β)(h)κg(x, y).

これから「κg(gα, gβ) 6= {0} =⇒ α + β = 0」が従う．逆を背理法で示す．仮にもし
κg(gα, g−α) = {0}とすると，すでに示したことと併せて，任意の β ∈ ∆ ∪ {0}について
κg(gα, gβ) = {0}となる．このとき分解 (3.13)より，κg(gα, g) = {0}となるが，これは
κg が非退化であることに反する．よって κg(gα, g−α) 6= {0}である．
(3)および (4)は (2)と κg が非退化であることから従う．
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Killing形式 κg に付随して，線型写像 ν : g→ g∗ が

ν(x)(y) := κg(x, y) (x, y ∈ g)

によって定まる．Cartanの判定条件により ν は線型同型である．

系 3.38. 線型同型 ν は以下の線型同型を導く：

gα ∼= (g−α)
∗ (∀α ∈ ∆), h ∼= h∗.

Proof. 命題 3.37の (2)および (4)から従う．

そこで，h∗ 上の非退化対称双一次形式 (−,−) : h∗ × h∗ → Cを次式で定義する：

(α, β) := κg(ν
−1(α), ν−1(β)) = α(ν−1(β)) (α, β ∈ h∗). (3.16)

命題 3.39. 任意のルート α ∈ ∆と x ∈ gα, y ∈ g−α について，以下が成り立つ：

(1) [x, y] = κg(x, y)ν
−1(α),

(2) (α, α) 6= 0.

Proof. 補題 3.36より [x, y] ∈ hである．任意の h ∈ hに対して，κg の g不変性より

ν([x, y])(h) = κg([x, y], h) = κg(x, [y, h]) = κg(x, y)α(h)

である．よって，h∗ の元として ν([x, y]) = κg(x, y)α であり，系 3.38 より (1) を得る．
次に (2) を背理法で示す，すなわち (α, α) = 0 と仮定して矛盾を導く．命題 3.37(2) よ
り，x ∈ gα, y ∈ g−α で κg(x, y) 6= 0なるものがとれる．必要なら，一方を定数倍で取り
替えて κg(x, y) = 1 を満たすようにできる．このとき (1) より [x, y] = ν−1(α) となる．
ここで，任意のルート β ∈ ∆に対して，

gβ+Zα :=
⊕
k∈Z

gβ+kα (3.17)

とおく．補題 3.36より gβ+Zα は ad(x)および ad(y)の作用で保たれる．このとき

0 = trgβ+Zα([ad(x), ad(y)]) (∵ (3.8))

= trgβ+Zα(ad(ν
−1(α))) (∵ [x, y] = ν−1(α))

=
∑
k∈Z

(dim gβ+kα)(β + kα)(ν−1(α))

=
∑
k∈Z

(dim gβ+kα)((β, α) + k(α, α))
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= (dim gβ+Zα)(β, α) (∵ 仮定 (α, α) = 0)

となる．dim gβ+Zα 6= 0なので (β, α) = 0を得る．これが任意の β ∈ ∆について言える
ので，命題 3.37(1)より，ルート αは (−,−)の根基に属する．しかし，それは (−,−)が
非退化であることに矛盾する．

各ルート α ∈ ∆に対し，元 hα ∈ hを次式で定義する：

hα :=
2

(α, α)
ν−1(α). (3.18)

命題 3.40. 任意のルート α ∈ ∆に対し，Lie代数の準同型 ια : sl2 → gであって，条件

ια(e) ∈ gα, ια(f) ∈ g−α, ια(h) = hα

を満たすものが存在する．

Proof. 命題 3.37(2) より，ルートベクトル eα ∈ gα \ {0}, fα ∈ g−α \ {0} であって
κg(eα, fα) 6= 0 を満たすものが存在する．必要なら一方をスカラー倍で取り替えて
κg(eα, fα) = 2/(α, α) を満たすようにできる．このとき命題 3.39(1) より [eα, fα] = hα

となる．さらに hα の定義より，[hα, eα] = 2eα および [hα, fα] = −2fα もわかる．すな
わち {eα, fα, hα}は sl2 の基底 {e, f, h}と同じ交換関係を満たす．写像 ια : sl2 → gを

ια

(
a b
c −a

)
:= ahα + beα + cfα

によって定めれば，これが求める準同型を与える．

命題 3.41. 以下が成り立つ：

(1) 任意の α ∈ ∆に対し，

dim gα = 1, Cα ∩∆ = {α,−α}.

(2) 任意の α, β ∈ ∆に対し，

β(hα) =
2(α, β)

(α, α)
∈ Z, β − β(hα)α ∈ ∆.

(3) α, β, α+ β ∈ ∆ならば [gα, gβ ] = gα+β .

(4) α, β ∈ ∆, β 6= ±αに対して，非負整数 p, q ∈ Z≥0 が存在して

{k ∈ Z | β + kα ∈ ∆} = {k ∈ Z | −p ≤ k ≤ q}, p− q = β(hα).
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Proof. 任意のルート α ∈ ∆ をひとつ選んで固定する．命題 3.40 より Lie 代数準同型
ια : sl2 → gであって，ια(e) ∈ gα, ια(f) ∈ g−α, ια(h) = hα を満たすものがとれる．以
下では，準同型 ad ◦ια : sl2 → gl(g)によって gを sl2 の有限次元表現とみなす．sl2 の表
現論より ad(hα)の固有値は全て整数である．よって任意の β ∈ ∆に対して β(hα) ∈ Z
を得る．
まず (1)を示す．部分ベクトル空間 gCα :=

⊕
c∈C gcα が gの {0}でない部分 sl2 表現

であることに注意する．前段落で見たように gcα 6= {0}ならば 2c = cα(hα) ∈ Z，すなわ
ち c ∈ 1

2Zである．ゆえに sl2 表現 gCα の指標は

χ(gCα) =
∑
k∈Z

(dim gkα/2)z
k = dim h+

∑
k 6=0

(dim gkα/2)z
k

となる．gCα ∼=
⊕

n∈Z≥0
V (n)⊕dn と既約分解すると，χ(gCα) =

∑
n∈Z≥0

dnχ(V (n))) な
ので，定数項および 1次の項に着目して∑

n≥0

d2n = dim h,
∑
n≥0

d2n+1 = dim gα/2 (3.19)

を得る．ここで Kerα ⊂ h ⊂ gCα が (dim h− 1)次元の自明部分表現であることに注意す
れば，d0 ≥ dim h − 1がわかる．また Im ια ⊂ gC が随伴表現 V (2)と同型な部分表現で
あることに注意すれば，d2 ≥ 1もわかる．これら不等式と (3.19)の最初の等式を併せて，
d0 = dim h−1, d2 = 1, d2n = 0 (n ≥ 2)を得る．指標 χ(gCα)の z2および z4の項に着目
すれば，特に dim gα = 1かつ dim g2α = 0である．後者は「α ∈ ∆ =⇒ 2α 6∈ ∆」を導く．
これから α/2 6∈ ∆もわかる（実際もし α/2 ∈ ∆とすると α = 2(α/2) 6∈ ∆であるが，そ
れは矛盾）ので∑n≥0 d2n+1 = dim gα/2 = 0となる．以上から結局 gCα = g−α ⊕ h⊕ gα

となることがわかる．ゆえに Cα ∩∆ = {α,−α}である．これで (1)が示された．
(2), (3), (4)の残りの主張は (3.17)で定義した部分 sl2 表現 gβ+Zα, β ∈ ∆ \ {α,−α},
に着目することによって示される．gβ+Zα の指標は

χ(gβ+Zα) =
∑
k∈Z

(dim gβ+kα)z
β(hα)+2k

である．すでに示した (1)より dim gβ+kα ≤ 1であるから，sl2 の表現論より gβ+Zα は既
約 sl2 表現でなくてはならない．したがって，ある非負整数 nによって gβ+Zα ∼= V (n)と
なる．ここで

p := max{k ∈ Z≥0 | β − kα ∈ ∆}, q := max{k ∈ Z≥0 | β + kα ∈ ∆}
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とおけば，最大・最小固有値の比較により n = β(hα)+2qかつ−n = β(hα)−2pがわかる．
よって p− q = β(hα)を得る．また V (n)の構造から「dim gβ+kα = 1⇐⇒ −p ≤ k ≤ q」
である．特に k = q − p = −β(hβ) の場合を考えて dim gβ−β(hα)α = 1，したがって
β − β(hα)α ∈ ∆を得る．α + β ∈ ∆のとき [gα, gβ ] = gα+β となることも V (n)の構造
からわかる．以上で全ての主張が示された．

系 3.42. 任意の λ, µ ∈ h∗ について (λ, µ) =
∑
α∈∆(α, λ)(α, µ)が成り立つ．

Proof. これは以下の計算でわかる：
(λ, µ) = trg(ad(ν

−1(λ)) ◦ ad(ν−1(µ))) (∵ 定義 (3.16))

=
∑
α∈∆

(dim gα)α(ν
−1(λ))α(ν−1(µ)) (∵ 分解 (3.13))

=
∑
α∈∆

(α, λ)(α, µ). (∵ 命題 3.41(1))

命題 3.43. h∗ の実部分ベクトル空間
h∗R := SpanR ∆

について，dimR h∗R = rk gであり，双一次形式 (−,−)の h∗R への制限は正定値対称双線
型形式 (−,−) : h∗R × h∗R → Rを定める．すなわち (h∗R, (−,−))は Euclid空間である．

Proof. n := rk g = dimC h∗ とおく．命題 3.37(1)より SpanC ∆ = h∗ だったので，部分
集合 {α1, . . . , αn} ⊂ ∆ であって h∗ の C 上の基底を与えるものが存在する．このとき
h∗R = SpanR{α1, . . . , αn} であることを示せば dimR h∗R = n が言える．そのためには任
意のルート β ∈ ∆について，β =

∑n
j=1 cjαj と表示したとき cj ∈ R (∀j ∈ {1, . . . , n})

を示せばよい．各 i ∈ {1, . . . , n} について 2(αi, β) =
∑n
j=1 2ci(αi, αj) である．この両

辺を (αi, αi) 6= 0で割って

2(αi, β)

(αi, αi)
=

n∑
j=1

cj
2(αi, αj)

(αi, αi)

を得る．命題 3.41(2)より 2(αi, β)/(αi, αi), 2(αi, αj)/(αi, αi) ∈ Zである．また (−,−)
が非退化であることから行列 ((αi, αj))1≤i,j≤n は正則である．ゆえに

A :=

(
2(αi, αj)

(αi, αi)

)
1≤i,j≤n

=

(
2δi,j

(αi, αi)

)
1≤i,j≤n

· ((αi, αj))1≤i,j≤n

も正則で，これは GLn(Q)に属する．したがって逆行列 A−1 ∈ GLn(Q)が存在し，
(ci) = A−1(2(αi, β)/(αi, αi)) ∈ Qn ⊂ Rn
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を得る．以上より dimR h∗R = nが示された．
次に (−,−)の h∗R への制限が実数に値を取ることを示す．任意の β ∈ ∆に対して，系

3.42より (β, β) =
∑
α∈∆(α, β)

2 である．この両辺を (β, β)2/4で割って，再び命題 3.41

より
4

(β, β)
=
∑
α∈∆

(
2(β, α)

(β, β)

)2

∈ Z,

ゆえに (β, β) ∈ Qを得る．これから任意の α, β ∈ ∆に対して (α, β) = (α,β)
(α,α) · (α, α) ∈ Q

もわかる．よって任意の λ, µ ∈ h∗R に対して (λ, µ) ∈ Rとなる．
正定値性は，任意の λ ∈ h∗R に対して系 3.42より

(λ, λ) =
∑
α∈∆

(α, λ)2 ≥ 0

なること，(−,−)の非退化性より等号成立が λ = 0のときのみであることから従う．

例 3.44 (例 3.35の続き). 再び特殊線型 Lie代数 sln(n ≥ 2)のルート空間分解 (3.14)を
考える．各ルート αi,j (1 ≤ i 6= j ≤ n)に対し

hαi,j
= Ei,i − Ej,j (3.20)

となる．また命題 3.40の条件を満たす Lie代数の準同型 ιαi,j : sl2 → sln として

ιαi,j

(
a b
c −a

)
= a(Ei,i − Ej,j) + bEi,j + cEj,i

がとれる．もうひとつのルート αk,l (1 ≤ k 6= l ≤ n)について

2(αi,j , αk,l)

(αi,j , αi,j)
=



2 (k, l) = (i, j)のとき,
−2 (k, l) = (j, i)のとき,
1 (k, l) 6= (i, j)かつ (k − i)(l − j) = 0のとき,
−1 (k, l) 6= (j, i)かつ (k − j)(l − i) = 0のとき,
0 上記以外のとき

(3.21)

となる．準同型 ad ◦ιαi,j : sl2 → gl(sln)によって sln を sl2 の表現とみなしたとき，

sln ∼= V (2)⊕ V (1)⊕2(n−2) ⊕ V (0)⊕(n−2)2 (3.22)

と既約分解する．

レポート問題 19. 上記 (3.20), (3.21), (3.22)を証明せよ．

58



4 ルート系の性質と分類
この節では半単純 Lie代数のルートの集合の性質を抽象化した「ルート系」の概念につ
いて説明する．ひとことで言えば，ルート系とは鏡映変換で閉じている Euclid空間の有
限部分集合のことである．ルート系は Dynkin図形と呼ばれるグラフ（+付加データ）を
用いて分類することができ，後で見るようにこれは半単純 Lie代数の分類にも対応する．

4.1 ルート系とWeyl群
以下，n ∈ Z>0 を自然数とし，E を n次元 Euclid空間，すなわち内積（正定値対称双
線型形式）(−,−) : E × E → R が与えられた n次元実ベクトル空間であるとする．また

O(E) := {g ∈ GL(E) | (gλ, gµ) = (λ, µ), ∀λ, µ ∈ E}

を直交群とする．（レポート問題 5(1)より O(E) ∼= On(R)である．）
非零ベクトル α ∈ E \ {0}に対し，αと直交するベクトルのなす超平面（n− 1次元部
分ベクトル空間）

α⊥ := {λ ∈ E | (α, λ) = 0}

が定まる．E = Rα⊕ α⊥ であることに注意せよ．線形変換 sα ∈ GL(E)を

sα(λ) := λ− 2(α, λ)

(α, α)
α (λ ∈ E)

によって定義する．これは超平面 α⊥ に関する鏡映変換 (reflection)である．

0

α

λ

sα(λ)= λ− 2(α,λ)
(α,α) α

− (α,λ)
(α,α)α

− (α,λ)
(α,α)α

超平面 α⊥
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次の補題は定義から直接確かめられる．

補題 4.1. 鏡映変換 sα は以下の性質を満たす．

(1) 任意の r ∈ R \ {0}に対して srα = sα.

(2) 任意の λ ∈ α⊥, r ∈ Rに対して sα(λ+ rα) = λ− rα.
(3) s2α = idE かつ sα ∈ O(E).

(4) 任意の g ∈ O(E)に対し gsαg
−1 = sgα.

レポート問題 20. 補題 4.1の証明を与えよ．

定義 4.2 (ルート系). Euclid空間 E 内の有限部分集合∆ ⊂ E \ {0}は以下の条件を満た
すときルート系 (root system)と呼ばれる：

(R1) SpanR ∆ = E,

(R2) 任意の α ∈ ∆に対し Rα ∩∆ = {α,−α},
(R3) 任意の α ∈ ∆に対し sα(∆) = ∆,

(R4) 任意の α, β ∈ ∆に対し 2(α, β)

(α, α)
∈ Z.

ルート系の元 α ∈ ∆をルートと呼ぶ．条件 (R4)の整数 2(α, β)/(α, α)は Cartan整数
(Cartan integer) と呼ばれる．また条件 (R4) を結晶条件 (crystallographic condition)

と呼ぶことがある．n = dimRE をルート系 ∆の階数 (rank)と呼び rk∆と書く．

前節 §3.5で証明したことをまとめて，次の定理を得る．

定理 4.3. 半単純 Lie 代数 g とその Cartan 部分代数 h ⊂ g から生じるルートの集合 ∆

は Euclid空間 h∗R 内のルート系であって，rk∆ = rk gを満たす．

定義 4.4. E,E′ は n次元 Euclid空間，∆ ⊂ E, ∆′ ⊂ E′ はルート系であるとする．線
型同型 φ : E → E′ が存在して φ(∆) = ∆′，かつ Cartan整数を保つ，すなわち

2(φ(α), φ(β))

(φ(α), φ(α))
=

2(α, β)

(α, α)
(∀α, β ∈ ∆)

を満たすとき，ルート系 ∆ と ∆′ は同型であるといい，以下 ∆ ∼= ∆′ と書く．（ここで
φ : E → E′ は内積を保たなくても良い．）

例 4.5 (An 型ルート系). 自然数 n を固定し，ベクトル空間 Rn+1 =
⊕n+1

i=1 Rei とその
上の通常の内積 (ei, ej) = δi,j を考える．E := {

∑n+1
i=1 aiei ∈ Rn+1 |

∑n+1
i=1 ai = 0} は
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Rn+1 の n次元部分ベクトル空間であり，(−,−)の E への制限によって Euclid空間であ
る．このとき E の部分集合

∆ = {αi,j := ei − ej | 1 ≤ i 6= j ≤ n+ 1}

は階数 n のルート系となる．これを An 型ルート系と呼ぶ．これは Lie 代数 sln+1
*19と

その対角行列のなす Cartan部分代数 hから生じるルート系に同型である．
例えば n = 1, 2, 3のとき，An 型ルート系は以下のように図示できる．

A1 型： α12α21

A2 型：

α12

α13

α23

α32

α31

α21

A3 型：

α24

α13

α14α23

α12

α34

α43

α21

α42

α32

α31
α41

命題 4.6. g, g′ を半単純 Lie 代数，h ⊂ g, h′ ⊂ g′ をそれぞれの Cartan 部分代数とし，
∆ ⊂ h∗R, ∆

′ ⊂ h′∗R をそれぞれ対応して生じるルート系とする．もし Lie 代数の同型
φ : g

'−→ g′ で φ(h) = h′ を満たすものが存在すれば，ルート系 ∆と ∆′ は同型である．

Proof. ルートの集合および内積 (−,−)の定義を思い出せばわかる．

*19 sln ではない！
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命題 4.6と事実 3.32を併せれば，特に半単純 Lie代数 gからある Cartan部分代数 hを
選んで生じるルート系 ∆は同型を除いて hの選び方に依らない．ゆえに対応 g 7→ ∆は

{半単純 Lie代数の同型類 } → {ルート系の同型類 } (4.1)

という写像を導く．（実はこの写像は全単射になる．）

定義 4.7 (Weyl群). ルート系 ∆ ⊂ E が与えられたとき，鏡映 sα, α ∈ ∆で生成される
O(E)の部分群をルート系 ∆のWeyl群 (Weyl group)を呼び，以下W (∆)と書く．す
なわちW (∆)は集合 {sα | α ∈ ∆}を含む O(E)の部分群のうち最小のものである．

注意 4.8. 性質 sα = s−1
α により，集合として

W (∆) =
⋃
k≥0

{sα1
sα2
· · · sαk

∈ O(E) | α1, α2, . . . , αk ∈ ∆}

である．

補題 4.9. Weyl群W (∆)は有限群である．

Proof. 条件 (R3)より自然な群準同型

W (∆)→ {f : ∆→ ∆ | f は全単射 }

がある．条件 (R1)からこれは単射になる．一方で右辺は対称群 S#∆ に同型であるから
有限群である．ゆえにW (∆)は有限群である．

例 4.10 (An 型ルート系のWeyl 群). ∆を An 型ルート系とする．例 4.5の記号を用い
る．任意の 1 ≤ i, j, k ≤ n+ 1, i 6= j に対し，

sαi,j
(ek) = ek − (ei − ej , ek)(ei − ej) =


ej k = iのとき,
ei k = j のとき,
ek k 6= i, j のとき

となる．すなわち sαi,j
は第 i成分と第 j 成分の互換である．よってこれらで生成される

Weyl群W (∆)は対称群 Sn+1
*20に同型である．

*20 Sn ではない！
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4.2 結晶条件からの帰結
Euclid空間 E の 2つの非零ベクトル α, β のなす角 θ ∈ [0, π]が，式

(α, β) = |α||β| cos θ

で定まることを思い出そう．ただし |α| :=
√

(α, α) > 0である．

レポート問題 21. α, β ∈ E \ {0} は一次独立であるとし，P := Rα ⊕ Rβ とおく．
また θ ∈ (0, π) を α と β のなす角とする．このとき鏡映の合成 sβsα ∈ O(E) は，
P⊥ = α⊥ ∩ β⊥ の各点を固定し，P 上では原点周りの 2θ 回転を与えることを示せ．

さて，ルート系∆ ⊂ E が与えられたとき，2つのルート α, β ∈ ∆のなす角 θのとり得
る値には強い制約がかかる．実際，0 ≤ cos2 θ ≤ 1および結晶条件 (R4)から

4 cos2 θ =
2(α, β)

(α, α)

2(β, α)

(β, β)
∈ {0, 1, 2, 3, 4}

でなくてはならない．またこのとき，|α| ≤ |β|かつ θ 6∈ {0, π/2, π}と仮定すると，再び
0 < | cos θ| < 1と結晶条件 (R4)より∣∣∣∣2(α, β)(β, β)

∣∣∣∣ = 2
|α|
|β|
| cos θ| = 1

である．以上から，次の補題を得る．

補題 4.11. ∆をルート系，α, β ∈ ∆を 2つのルートで β 6= ±αかつ |α| ≤ |β|なるもの
とする．このとき Cartan整数 2(α, β)/(α, α), 2(β, α)/(β, β)，長さの比 |β|/|α|，αと β

のなす角 θ，のとり得る値は下表のようになる：
2(α, β)/(α, α) 2(β, α)/(β, β) |β|/|α| θ

0 0 不定 π/2
1 1 1 π/3
−1 −1 1 2π/3

2 1
√
2 π/4

−2 −1
√
2 3π/4

3 1
√
3 π/6

−3 −1
√
3 5π/6

(4.2)

例 4.12 (階数 2のルート系). 以下は 4つの図はそれぞれ階数 2のルート系を与えること
が容易に確かめられる．補題 4.11より，階数 2のルート系がこれらに同型なもので尽く
されることもわかる．
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A1 ×A1 型： A2 型：

G2 型：B2(= C2)型：

系 4.13. ∆ ⊂ E をルート系，α, β ∈ ∆ をルートで β 6= ±α なるものとする．もし
±(α, β) < 0ならば，α± β ∈ ∆である（複号同順）．

Proof. |α| ≤ |β|として一般性を失わない．このとき仮定 ±(α, β) < 0および補題 4.11よ
り 2(α, β)/(β, β) = ∓1である．条件 (R3)より，α± β = sβ(α) ∈ ∆を得る．

4.3 Weylの部屋と単純ルート
以下，E は Euclid空間，∆ ⊂ E はルート系であるとする．

定義 4.14 (Weylの部屋). 開部分集合 Ereg ⊂ E を

Ereg := {λ ∈ E | (λ, α) 6= 0, ∀α ∈ ∆} = E \
⋃
α∈∆

α⊥ (4.3)

によって定義し，その元 λ ∈ Ereg を正則元 (regular element)という．また，Ereg の（弧
状）連結成分をWeylの部屋 (Weyl chamber) と呼ぶ．定義より Ereg は有限個のWeyl

の部屋の非交和 (disjoint union)である：

Ereg =
⊔

C : Weyl の部屋
C.

例えば A2 型，B2(= C2)型ルート系について，Ereg はそれぞれ下図の平面全体から点
線で表された直線を除いた部分である．Ereg はそれぞれ 6つ，8つのWeylの部屋に分割
される．
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A2 型 B2(= C2)型

任意のWeylの部屋 C に対し，そこに住む正則元 λ ∈ C をとって，

∆+(C) := {α ∈ ∆ | (α, λ) > 0}, ∆−(C) := −∆+(C)

と定義する．∆+(C)および∆−(C)は正則元 λ ∈ C のとり方には依らず，C から一意的に
定まる．また，条件 (R2)により

∆ = ∆+(C) t∆−(C)

が成り立つ．さらに ∆+(C)の部分集合

Π(C) := {α ∈ ∆+(C) |6 ∃β1, β2 ∈ ∆+(C) s.t. α = β1 + β2}

を考える．すなわち Π(C)は ∆+(C)に属するルートのうち，他のルートの和に書けない
もの全体である．

命題 4.15. 任意のWeylの部屋 C に対して，

Π(C) = {α1, α2, . . . , αn}

と書く．このとき次の性質が満たされる：

(S1) {α1, . . . , αn}は実ベクトル E の基底をなす．
(S2) 任意のルート α ∈ ∆は∑n

i=1 Z≥0αi もしくは
∑n
i=1 Z≤0αi のいずれかに属する．

Proof. まず (S2)を示す．そのためには

∆+(C) = ∆ ∩ (
∑n
i=1 Z≥0αi) (4.4)
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を示せば良い．(左辺) ⊃ (右辺) は ∆+(C) の定義と Π(C) ⊂ ∆+(C) より明らかである．
(左辺) ⊂ (右辺) を背理法で示そう．すなわち α ∈ ∆+(C) で∑n

i=1 Z≥0αi に属さないも
のが存在すると仮定する．λ ∈ C を固定し，そのような α のうち (λ, α) が最小となる
ものを考える．このとき特に α ∈ Π(C) であるから，ある β1, β2 ∈ ∆+(C) が存在して
α = β1 + β2 と書ける．このとき (λ, α) = (λ, β1) + (λ, β2) > (λ, βi), i ∈ {1, 2}である
から，β1 と β2 はともに

∑n
i=1 Z≥0αi に属する．よって α = β1 + β2 も

∑n
i=1 Z≥0αi に

属さねばならない．これは矛盾である．これで (S2)が示された．
次に (S1)を示す．まず，条件 (R1)とすでに示した性質 (S2)により，SpanR Π(C) = E

が従う．あとは {α1, . . . , αn}が一次独立であることを示せば良い．いま (ci) ∈ Rn につ
いて∑n

i=1 ciαi = 0と仮定する．係数 ci の正負に応じて和を分けることで，

µ :=
∑

i : ci≥0

ciαi = −
∑

j : cj≤0

cjαj

なる．ここで 1 ≤ i 6= j ≤ nに対して (αi, αj) ≤ 0であることに注意しよう．実際，もし
そうでない，すなわち (αi, αj) > 0なる i, j があるとすると，系 4.13より αi − αj ∈ ∆

となり，すでに示した (S2)に反する．この注意により

0 ≤ (µ, µ) = −
∑
ci≥0

∑
cj≤0

cicj(αi, αj) ≤ 0

となるから，µ = 0がわかる．すると勝手な λ ∈ C に対して，

0 = (λ, µ) =
∑
ci≥0

ci(λ, αi) = −
∑
cj≤0

cj(λ, αj)

となるが，Π(C)の定義より任意の iに対して (λ, αi) > 0であるから，結局 (ci) = 0を得
る．よって Π(C) = {α1, . . . , αn}は一次独立である．

例 4.16 (A2 型，B2 型の場合). 例えば，Weylの部屋 C を下図の灰色部分のようにとる
と，∆+(C)は赤色矢印の集合，∆−(C)は青色矢印の集合となる．また Π(C) = {α1, α2}
が上の性質 (S1) & (S2)を満たしていることも，直接確かめられる．

66



α1

α1 + α2

α2

−α1

−α1 − α2

−α2

α1 + α2

−α1

−α1 − α2

α1

α2

−2α1 − α2 −α2

2α1 + α2

レポート問題 22. (1) 上の例 4.16 にならって，G2 型ルート系において好きなWeyl

の部屋 C をひとつ選び，C に対応する部分集合∆+(C),∆−(C),Π(C)をそれぞれ図
示せよ．また各ルートを Π(C) の元の線型結合の形で表すことによって性質 (S2)

を確かめよ．
(2) An 型ルート系 ∆ ⊂ E（例 4.5）について，

C = {
∑n+1
i=1 xiei ∈ E | x1 > x2 > · · · > xn > xn+1}

で与えられるWeylの部屋 Cを考える．Cに対応する部分集合∆+(C),∆−(C),Π(C)
をそれぞれ求めよ．また各ルートを Π(C)の元の線型結合の形で表すことによって
性質 (S2)を確かめよ．

定義 4.17 (単純ルート). 一般に，ルート系 ∆の部分集合 Π = {α1, . . . , αn}で，上記の
命題 4.15 の性質 (S1) & (S2) を満たすものを，単純ルートの集合 (set of simple roots)

と呼び，その元を単純ルートと呼ぶ．このとき，

∆+ := ∆ ∩ (
∑n
i=1 Z≥0αi), ∆− := ∆ ∩ (

∑n
i=1 Z≤0αi)

とおき，∆+ に属するルートを正ルート (positive root)，∆− に属するルートを負ルート
(negative root)と呼ぶ．(S2)および (R2)より∆ = ∆+ t∆− かつ∆− = −∆+ である．
また Π = Π(C)のときは，(4.4)より ∆± = ∆±(C)である．

上の命題 4.15によって，

{ Weylの部屋 } → { 単純ルートの集合 }; C 7→ Π(C) (4.5)

という写像がある．この写像の定義域と値域にはそれぞれWeyl 群W (∆) が自然に作用
していることに注意しよう．すなわちWeyl 群の元 w ∈ W (∆) とWeyl の部屋 C，単純
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ルートの集合 Πに対し，wC はまたWeylの部屋であり，wΠはまた単純ルートの集合で
ある．

命題 4.18. 写像 (4.5)は全単射であり，しかもWeyl群の作用と整合的，すなわち

Π(wC) = wΠ(C)

が任意の w ∈W (∆)とWeylの部屋 C について成り立つ．

Proof. 単純ルートの集合 Π = {α1, . . . , αn} ⊂ ∆が与えられたとき，

C(Π) := {λ ∈ E | (λ, αi) > 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}} (4.6)

とおけば，C(Π) は Weyl の部屋である．対応 Π 7→ C(Π) が (4.5) の逆写像を与える．
Weyl群作用との整合性は

wC(Π) = {λ ∈ E | (w−1λ, α) > 0, ∀α ∈ Π}
= {λ ∈ E | (λ,wα) > 0, ∀α ∈ Π}
= C(wΠ)

より従う．

次の目標は，ルート系 ∆ がその単純ルートの集合から復元できることを示すことで
ある．以下，単純ルートの集合 Π = {α1, . . . , αn} ⊂ ∆ をひとつ固定する．このとき各
i ∈ {1, . . . , n} に対して si := sαi

と略記し，単純鏡映 (simple reflection) と呼ぶ．また
W (Π)を単純鏡映 s1, . . . , sn によって生成されるW (∆)の部分群とする．すなわち

W (Π) :=
⋃
k≥0

{si1si2 . . . sik | i1, i2, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}} ⊂W (∆)

とする．この節の残りで次の定理を証明する．

定理 4.19. 単純ルートの集合 Π = {α1, . . . , αn} ⊂ ∆について，以下が成り立つ．

(1) W (∆) = W (Π)である．すなわちWeyl群W (∆)は単純鏡映 s1, . . . , sn によって
生成される．

(2) ∆ =W (Π) ·Πである．すなわち，任意のルート α ∈ ∆に対し，元 w ∈W (Π)が
存在して w(α) ∈ Πとなる．

(3) もうひとつの単純ルートの集合 Π′ ⊂ ∆ が任意に与えられたとき，元 w ∈ W (Π)

が存在して wΠ′ = Πとなる．
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注意 4.20. An 型ルート系において，Π = {αi := αi,i+1 | 1 ≤ i ≤ n}は単純ルートの集
合を与える．このとき単純鏡映 si はW (∆) = Sn+1 における隣接互換 (i, i+ 1)であり，
定理 4.19(1)の主張は Sn+1 が隣接互換で生成されるという有名な事実，いわゆる「あみ
だくじの原理」にほかならない．その意味で定理 4.19(1)は「あみだくじの原理」のルー
ト系を用いた一般化と思うことができる．

定理の証明の前に少し準備が必要である．

補題 4.21. 上の設定で，任意の i ∈ {1, . . . , n}について
si(∆

+ \ {αi}) = ∆+ \ {αi}

が成り立つ．

Proof. 任意の β ∈ ∆+ \ {αi}を β =
∑n
j=1 cjαj , cj ∈ Z≥0 と書いたとき，β 6= αi より，

ある j 6= iについて cj > 0となる．sαi(β)はルートなので，正ルートか負ルートのいず
れかであるが，sαi(β) = β − 2(αi,β)

(αi,αi)
αi より，sαi(β) における αj の係数は cj > 0 であ

る．ゆえに sαi
(β)は負ルートではあり得ない．

定義 4.22 (Weylベクトル). 与えられた単純ルートの集合 Πに対して，

ρ :=
1

2

∑
α∈∆+

α ∈ E

と定義する．これはWeylベクトル (Weyl vector)と呼ばれる．

系 4.23. 補題 4.21の設定で，任意の単純ルート αi ∈ Πに対し，

si(ρ) = ρ− αi,
2(αi, ρ)

(αi, αi)
= 1

が成り立つ．

Proof. 1つ目の等式は，補題 4.21より従う：

si(ρ) =
1

2

 ∑
α∈∆+\{αi}

si(α) + si(αi)

 =
1

2

 ∑
α∈∆+\{αi}

α− αi

 = ρ− αi.

2つ目の等式は，1つ目の等式から従う．

定理 4.19の証明. まず (3) を証明する．(4.6) の記法を用いて，Π,Π′ にそれぞれ対応す
るWeylの部屋 C(Π), C(Π′)を考える．λ ∈ C(Π′)を任意にとって，w ∈W (Π)を

(wλ, ρ) = max{(vλ, ρ) | v ∈W (Π)}
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なる元とする（ただし ρは Πに付随するWeylベクトルである）．任意の i ∈ {1, . . . , n}
に対して，siw ∈W (Π)だから

(wλ, ρ) ≥ (siwλ, ρ) = (wλ, siρ) = (wλ, ρ)− (wλ, αi),

よって (wλ, αi) ≥ 0となる．ここで 2つ目の等号に系 4.23を用いた．さらに wλ ∈ Ereg

より (wλ, αi) > 0，したがって wλ ∈ C(Π)すなわち wC(Π′) = C(Π)である．これと命題
4.18より，C(wΠ′) = wC(Π′) = C(Π)ゆえに wΠ′ = Πが従う．これで (3)が示された．
次に (2)を示す．与えられた任意のルート α ∈ ∆に対し，集合

α⊥ \
⋃

β∈∆\{α,−α}

β⊥

が空でないことに注意する．その元 µ をひとつ選ぶ．このとき ε > 0 を十分小さくとれ
ば µ+ εα ∈ Ereg かつ

0 < (µ+ εα, α) = ε(α, α) < min{|(µ+ εα, β)| ∈ R>0 | β ∈ ∆ \ {α,−α}}

を満たすようにできる．C′ を µ + εα を含むWeylの部屋とし，Π′ := Π(C′)を対応する
単純ルートの集合とすれば，作り方から α ∈ Π′ がわかる．前段落ですでに示したことよ
り，適当な w ∈ W (Π) によって wΠ′ = Π となる．ゆえに wα ∈ Π である．これで (2)

が示された．
最後に (1) を示そう．そのためには任意のルート α ∈ ∆ に対して sα ∈ W (Π) を
言えば十分である．前段落で示したことより，w ∈ W (Π) をうまくとれば wα ∈ Π，
すなわちある i ∈ {1, . . . , n} について wα = αi となる．このとき補題 4.1(4) より
sα = sw−1(αi) = w−1siw ∈W (Π)となる．以上で (1)が示された．

系 4.24. 対応 w 7→ wΠ 7→ wC(Π)は全単射

W (∆) oo
1:1 // {単純ルートの集合 } oo 1:1 / / { Weylの部屋 }

を与える．

Proof. 最初の写像 w 7→ wΠ の全射性は定理 4.19(3) から，単射性は下記の系 4.39 から
従う*21．2つ目の写像については命題 4.18ですでに見た．

*21 1月 8日追記：旧版でここの単射性の証明が不十分でした．これを補うため新たに §4.6を追加しました．
ご指摘ありがとうございました．
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4.4 Dynkin図形によるルート系の分類
補題 4.25. ∆ ⊂ E をルート系とし，Π = {α1, . . . , αn}と Π′ = {α′

1, . . . , α
′
n}をその 2

つの単純ルートの集合とする．このとき置換 σ ∈ Sn が存在して

(α′
σ(i), α

′
σ(j)) = (αi, αj) (∀i, j ∈ {1, . . . , n})

を満たす．

Proof. 定理 4.19(3)より，ある w ∈ W (∆)が存在して wΠ = Π′ となる．すなわち，適
当な置換 σ ∈ Sn によって w(αi) = α′

σ(i), ∀i ∈ {1, . . . , n}となる．w ∈ O(E)だから

(α′
σ(i), α

′
σ(j)) = (w(αi), w(αj)) = (αi, αj)

である．

定義 4.26 (Cartan行列). ∆ ⊂ E をルート系，Π = {α1, . . . , αn} ⊂ ∆を単純ルートの
集合とする．このとき Cartan整数を並べてできる n次正方行列

C(∆) := (cij)1≤i,j≤n, cij :=
2(αi, αj)

(αi, αi)

をCartan行列 (Cartan matrix)という．上の補題 4.25により C(∆)は添字の入れ替え
を除いて単純ルートの集合 Π ⊂ ∆のとり方に依らず，∆だけから決まる．

補題 4.27. i 6= j ならば cij ≤ 0である．さらに |αi| ≤ |αj |とし，αi と αj のなす角を
θij とすると，cij , cji, |αj |/|αi|, θij のとり得る値は下表のようになる：

cij cji |αj |/|αi| θij
0 0 不定 π/2
−1 −1 1 2π/3

−2 −1
√
2 3π/4

−3 −1
√
3 5π/6

Proof. もし cij > 0とすると，系 4.13により αi −αj ∈ ∆となるが，これは性質 (S2)に
反する．したがって cij ≤ 0である．あとは補題 4.11から従う．

定義 4.28 (Dynkin図形). ∆ ⊂ E をルート系，Π = {α1, . . . , αn} ⊂ ∆を単純ルートの
集合とする．このとき，1, 2, . . . , nを頂点とし，異なる 2つの頂点 i, j ∈ {1, . . . , n}のあ
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いだに以下のルールで単辺もしくは有向多重辺を定めて得られる図形 Γ(∆)を，ルート系
∆のDynkin図形 (Dynkin diagram)と呼ぶ：

i j i j i j i j

(cij , cji) (0, 0) (−1,−1) (−2,−1) (−3,−1)

補題 4.25により，Dynkin図形 Γ(∆)は頂点の入れ替えを除いて単純ルートの集合Π ⊂ ∆

のとり方に依らず，∆だけから決まる．また，もちろん Cartan行列 C(∆)は Dynkin図
形 Γ(∆)から復元できる．

例 4.29 (階数 2の場合). Dynkin図形はそれぞれ以下のようになる:

A1 ×A1 型：
1 2

A2 型：
1 2

B2 型：
1 2

G2 型：
1 2

例 4.30 (An 型ルート系の場合). 単純ルートの集合として {αi = ei − ei+1 | 1 ≤ i ≤ n}
をとれば，Cartan行列は

cij =


2 i = j のとき
−1 |i− j| = 1のとき
0 |i− j| > 1のとき

となる．よって Dynkin図形は次のようになる：
1 2 3 n− 1 n

· · ·

命題 4.31. ２つのルート系が互いに同型であることと，対応する Dynkin図形（もしく
は Cartan行列）が頂点（もしくは添字）の置換を除いて等しいことは同値である．

Proof. ∆ ⊂ Eと∆′ ⊂ E′を 2つのルート系とする．∆ ∼= ∆′ならば，添字の置換を除いて
C(∆) = C(∆′)となることは明らかである．逆を示す．すなわち，Π = {α1, . . . , αn} ⊂ ∆

と Π′ = {α′
1, . . . , α

′
n} ⊂ ∆′ をそれぞれ単純ルートの集合とし，任意の i, j ∈ {1, . . . , n}

について
2(αi, αj)

(αi, αi)
=

2(α′
i, α

′
j)

(α′
i, α

′
i)

と仮定したとき，∆ ∼= ∆′ であることを示す．まず線型同型 φ : E → E′ を φ(αi) = α′
i,

∀i ∈ {1, . . . , n}によって定義する．仮定と (S1)より，任意の λ ∈ E と i ∈ {1, . . . , n}に
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ついて
2(αi, λ)

(αi, αi)
=

2(α′
i, φ(λ))

(α′
i, α

′
i)

が成り立つ．特に φ ◦ sαi = sα′
i
◦ φ，ゆえに φ ◦W (Π) ◦ φ−1 = W (Π′)となる．よって，

定理 4.19(3)より

φ(∆) = φ(W (Π)Π) =W (Π′)φ(Π) =W (Π′)Π′ = ∆′

が成り立つ．また任意の α, β ∈ ∆ に対し，定理 4.19(3) より wαi = α なるように
w ∈W (Π)および i ∈ {1, . . . , n}を選べば，

2(α, β)

(α, α)
=

2(αi, w
−1β)

(αi, αi)
=

2(α′
i, φ(w

−1β))

(α′
i, α

′
i)

=
2(α′

i, w
′−1φ(β))

(α′
i, α

′
i)

=
2(φ(α), φ(β))

(φ(α), φ(α))

となる．ただし，ここで w′ := φ ◦w ◦ φ−1 ∈W (Π′)とおいた．これで φがルート系の同
型 ∆ ∼= ∆′ を導くことが示された．

定義 4.32 (既約ルート系). ルート系 ∆ は，空でない部分集合への直交分解，すなわち
分解

∆ = ∆1 t∆2 t · · · t∆d, ∆k 6= ∅ (∀k ∈ {1, 2, . . . , d}) (4.7)

であって，α ∈ ∆k, β ∈ ∆l, k 6= l ならば (α, β) = 0を満たすものを持つとき，可約であ
るという．このとき ∆1,∆2, . . . ,∆d は各々がルート系であり，rk∆ =

∑d
k=1 rk∆k を満

たす．可約でないとき ∆は既約 (irreducible)であるという．

命題 4.33. 任意のルート系 ∆ は既約ルート系の和に直交分解する．すなわち直交分解
(4.7)であって各 ∆k が既約ルート系であるようなものが一意的に存在する．また ∆が既
約であることと，Dynkin図形 Γ(∆)が連結であることは同値である．

Proof. 2 つのルート α, β ∈ ∆ に対し，ルートの列 α = β1, β2, . . . , βl = β であって
(βk, βk+1) 6= 0, 1 ≤ ∀k < l を満たすものが取れるとき，α ∼ β と書く．∼は ∆の同値
関係を定める．その同値類を ∆1, . . . ,∆d とすれば求める直交分解を得る．Π ⊂ ∆ を単
純ルートの集合とし，Πk := Π ∩∆k とおく．このとき Πk は ∆k の単純ルートの集合を
与える．ゆえに Γ(∆)は Γ(∆1), . . . ,Γ(∆d)の非交和になる．特に Γ(∆)が連結ならば ∆

は既約である．逆に Γ(∆)が連結でないならば，Γ(∆)の連結成分への分解に対応して単
純ルートの集合の直交分解 Π = Π1 t · · · t Πd がある．このとき α ∈ Πk, β ∈ Πl, k 6= l

ならば sαsβ = sβsα となるので，群としてW (Π) =W (Π1)× · · · ×W (Πd)と分解する．
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また k 6= lならばW (Πk)の Πl への作用は自明なので，定理 4.19より
∆ =W (Π)Π =W (Π1)Π1 t · · · tW (Πd)Πd

である． そこで ∆k := W (Πk)Πk とおけば，∆の直交分解 (4.7)を得る．したがって ∆

は可約である．

レポート問題 23. 2つの既約ルート系 ∆ ⊂ E と ∆′ ⊂ E′ が，線型同型 φ : E → E′ に
よって（定義 4.4の意味で）ルート系として同型であるとする．このとき，定数 r ∈ R>0

が存在して，任意の λ, µ ∈ E について (φ(λ), φ(µ)) = r(λ, µ) となることを示せ．

定理 4.34 (既約ルート系の分類). 階数 nの既約ルート系の Dynkin図形は，頂点の置換
を除いて以下に列挙する Xn 型 (X ∈ {A,B,C,D,E, F,G})のものに限られる．逆に下
記の各 Xn 型 Dynkin 図形に対し，それを Γ(∆)として実現する既約ルート系 ∆が同型
を除いてただひとつ存在する．

古典型 (classical type)

例外型 (exceptional type)

An 型 (n ≥ 1)： 1 2 3 n− 1 n
· · ·

Bn 型 (n ≥ 2)： 1 2 3 n− 1 n
· · ·

Cn 型 (n ≥ 3)： 1 2 3
· · ·

n− 1 n

Dn 型 (n ≥ 4)： 1 2 3
· · ·

n− 2

n− 1

n

En 型 (n = 6, 7, 8)： 1

2

3
· · ·

n− 1 n

F4 型：
1 2 3 4

G2 型：
1 2

Proof. ∆ ⊂ E を既約ルート系，Π = {α1, . . . , αn} をその単純ルートの集合とする．こ
のとき I := {1, . . . , n}は Dynkin図形 Γ(∆)の頂点の集合を与える．
ここで Dynkin図形 Γ(∆)から多重辺の向きづけを忘れて得られるグラフ Γ̄(∆)を考え
る（これを ∆ の Coxeter グラフと呼ぶ）．一般にグラフ G とは，頂点の集合 J と 2 頂
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点を結ぶいくつかの辺からなるデータである．以下，J は有限集合であるとし，各頂点
j ∈ J は自己ループ（j とそれ自身を結ぶ辺）を持たないと仮定する．頂点 i, j ∈ J を結
ぶ辺の数を aij = aji ∈ Z≥0 として，以下 G = (J, (aij)i,j∈J)のように表す．この記法の
もとで

Γ̄(∆) = (I, ((1− δij)cijcji)i,j∈I)

と表せる．命題 4.33により Γ̄(∆)は連結なグラフである．
一般に，グラフ G = (J, (aij)i,j∈J)に対して，2次形式 QG : RJ → Rを

QG(x) :=
∑
j∈J

x2j −
∑
i,j∈J

√
aij

2
xixj , x = (xj)j∈J ∈ RJ (4.8)

と定める．G = Γ̄(∆)のときは，

QΓ̄(∆)(x) =
n∑
i=1

x2i −
∑

1≤i<j≤n

√
cijcjixixj

となる．ここで

QΓ̄(∆)(x) =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xi
αi
|αi|

∣∣∣∣∣
2

(4.9)

が成り立つことに注意する．ゆえに 2 次形式 QΓ̄(∆)(x) は正定値，すなわち任意の
x ∈ RI = Rn に対しQΓ̄(∆)(x) ≥ 0かつ等号成立は x = 0のときのみ，である．したがっ
て定理の前半の主張は下記の命題 4.35から従う．
定理の後半の存在と一意性に関する主張は，次節 §4.5における既約ルート系の具体的
実現（存在）と上記の命題 4.31（一意性）から従う．

命題 4.35. 連結なグラフ Gについて，以下は同値である：

(I) (4.8)で定義される 2次形式 QG(x)が正定値である；
(II) G はある Xn 型 (X ∈ {A,B,C,D,E, F,G}) Dynkin 図形から多重辺の向きづけ

を忘れて得られるグラフに同型である．

証明のためにいくつか準備をする．

補題 4.36. グラフ G′ = (J ′, (a′ij)i,j∈J ′)がグラフ G = (J, (aij)i,j∈J)の部分グラフであ
るとする．すなわち J ′ ⊂ J かつ a′ij ≤ aij (∀i, j ∈ J ′)であると仮定する．RJ ′ を，RJ の
部分集合 {x = (xj) ∈ RJ | xj = 0, ∀j ∈ J \ J ′}と同一視する．このとき次が成り立つ：

QG′(x) ≥ QG(x), ∀x ∈ (R≥0)
J ′
.
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Proof. 定義 (4.8)より，任意の x ∈ (R≥0)
J ′ について

QG(x) =
∑
j∈J ′

x2j −
∑
i,j∈J ′

√
aij

2
xixj = QG′(x)−

∑
i,j∈J ′

√
aij −

√
a′ij

2
xixj ≤ QG′(x).

ここで最後の不等式に aij ≥ a′ij を用いた．

補題 4.37. グラフ Gが以下のグラフ (i)–(v)のいずれかのとき，QG(x) = 0を満たす元
x ∈ RJ>0 が存在する．特に QG は正定値でない．

(i) (n ≥ 3)

1

2 3
· · ·

n− 1 n

(ii) (n ≥ 5)

1

2

3
· · ·

n− 2

n− 1

n

(iii) (n ≥ 4)

1

2

3
· · ·

n− 1 n

(iv) (n ≥ 3)
1 2

· · ·
n− 1 n

(v)
1 2 3

(vi)
1 2

Proof. x = (x1, . . . , xn) ∈ RJ>0 = Rn>0 を具体的に

(x1, . . . , xn) =



(1, 1, . . . , 1, 1) (i)のとき,
(1, 1, 2, 2, . . . , 2, 2, 1, 1) (ii)のとき,
(1, 1, 2, 2, . . . , 2, 2,

√
2) (iii)のとき,

(
√
2, 2, 2, . . . , 2, 2,

√
2) (iv)のとき,

(1, 2,
√
3) (v)のとき,

(1, 1) (vi)のとき,
ととれば，直接計算で QG(x) = 0が確かめられる．
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命題 4.35の証明. [(II)=⇒(I)] は次節 §4.5 におけるルート系 ∆ の実現と式 (4.9) から
従う．
[(I)=⇒(II)] を示す．Gは連結なグラフで，QG が正定値であると仮定する．このとき
補題 4.36および補題 4.37より，グラフ Gは補題 4.37にあるグラフ (i)–(vi)を部分グラ
フとして含まない．ゆえに Gは以下の 3つの場合のいずれかになる．

(イ)
1 2

(ロ)
ip

· · ·
i1 i0 j0 j1

· · ·
iq

(p ≥ q ≥ 0)

(ハ)
0

i1 i2
· · ·

ip

j1 j2
· · ·

jq

k1 k2
· · ·

kr

(p ≥ q ≥ r ≥ 0)

(イ) の場合：これは G2 型のルート系 ∆ の Coxeter グラフ Γ̄(∆) であるから，
[(II)=⇒(I)]の証明ですでに述べた理由によって QG は正定値である．
(ロ)の場合：簡単のため xa = xia , ya = xja とおけば，

QG(x) =

p∑
a=0

x2a −
p−1∑
a=0

xaxa+1 +

q∑
a=0

y2a −
q−1∑
a=0

yaya+1 −
√
2x0y0

である．ここで

fp(x) :=

p∑
a=0

x2p −
p−1∑
a=0

xaxa+1

=

(
xp −

1

2
xp−1

)2

+
3

4

(
xp−1 −

2

3
xp−2

)2

+ · · ·+ p+ 1

2p

(
x1 −

p

p+ 1
x0

)2

+
p+ 2

2(p+ 1)
x20

=

p−1∑
a=0

p+ 1− a
2(p− a)

(
xa+1 −

p− a
p+ 1− a

xa

)2

+
p+ 2

2(p+ 1)
x20
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であることに注意すれば，

QG(x) =fp(x) + fq(y)−
√
2x0y0

=

p−1∑
a=0

p+ 1− a
2(p− a)

(
xa+1 −

p− a
p+ 1− a

xa

)2

+

q−1∑
a=0

q + 1− a
2(q − a)

(
ya+1 −

q − a
q + 1− a

ya

)2

+
p+ 2

2(p+ 1)
x20 +

q + 2

2(q + 1)
y20 −

√
2x0y0

と計算できる．よって QG が正定値であるためには，2変数の 2次形式

Qp,q(x, y) :=
p+ 2

2(p+ 1)
x2 +

q + 2

2(q + 1)
y2 −

√
2xy (4.10)

が正定値であることが必要十分である．これを満たすの非負整数の組 p, q ∈ Z≥0, p ≥ q

を求めれば，グラフ Gが Bn/Cn 型または F4 型の Coxeterグラフに一致することが分か
る（レポート問題 24(1)参照）．
(ハ)の場合：簡単のため xa = xia , ya = xja , za = xka , y0 = z0 = x0 とおく．このとき

QG(x) = fp(x) + fq(y) + fr(z)− 2x20

=

p−1∑
a=0

p+ 1− a
2(p− a)

(
xa+1 −

p− a
p+ 1− a

xa

)2

+

q−1∑
a=0

q + 1− a
2(q − a)

(
ya+1 −

q − a
q + 1− a

ya

)2

+

r−1∑
a=0

r + 1− a
2(r − a)

(
za+1 −

r − a
r + 1− a

za

)2

+

(
p+ 2

2(p+ 1)
+

q + 2

2(q + 1)
+

r + 2

2(r + 1)
− 2

)
x20

と計算できる．したがって 2次形式QGが正定値であるためには，非負整数 p ≥ q ≥ r ≥ 0

が不等式
p+ 2

2(p+ 1)
+

q + 2

2(q + 1)
+

r + 2

2(r + 1)
− 2 > 0 (4.11)

を満たすことが必要十分である．これを解けば，G が An 型，Dn 型もしくは En 型の
Coxeterグラフに一致することが分かる（レポート問題 24(2)参照）．

レポート問題 24. 以下の問いに答えよ．

(1) 式 (4.10)で定義される 2変数の 2次形式 Qp,q(x, y)が正定値となるような非負整
数の組 (p, q) ∈ Z2

≥0（ただし p ≥ q とする）を全て求めよ．
(2) 不等式 (4.11)を満たす非負整数の組 (p, q, r) ∈ Z3

≥0（ただし p ≥ q ≥ rとする）を
全て求めよ．
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4.5 既約ルート系の具体的実現
以下，Rn =

⊕n
i=1 Rei を n次元の標準的な Euclid空間とし，その内積は (ei, ej) = δij

によって与えられるとする．

4.5.1 An 型
例 4.5で見たように，An 型ルート系は，n+ 1次元の標準的な Euclid空間 Rn+1 の n

次元部分ベクトル空間

E := {
∑n+1
i=1 xiei ∈ Rn+1 |

∑n+1
i=1 xi = 0}

において
∆ = {±(ei − ej) | 1 ≤ i < j ≤ n+ 1}

で与えられる．#∆ = n(n+ 1). 単純ルートの集合として，例えば

Π = {αi := ei − ei+1 | 1 ≤ i ≤ n}

がとれる．このとき Cartan行列は

2 −1 0 · · · · · · · · · 0
−1 2 −1 0 · · · · · · 0
0 −1 2 −1 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 0 −1 2 −1 0
0 · · · · · · 0 −1 2 −1
0 · · · · · · · · · 0 −1 2


.

ゆえに Dynkin図形は
1 2 3 n− 1 n

· · ·

となる．Weyl群W (An)は対称群 Sn+1 に同型である．

4.5.2 Bn 型
Bn 型ルート系は，n次元の標準的な Euclid空間 E = Rn において

∆ = {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±ei | 1 ≤ i ≤ n}
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で与えられる．#∆ = 2n2. 単純ルートの集合として，例えば
Π = {αi := ei − ei+1 | 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {αn := en}

がとれる．このとき Cartan行列は

2 −1 0 · · · · · · · · · 0
−1 2 −1 0 · · · · · · 0
0 −1 2 −1 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 0 −1 2 −1 0
0 · · · · · · 0 −1 2 −1
0 · · · · · · · · · 0 −2 2


.

ゆえに Dynkin図形 Γ(∆)は

1 2 3 n− 1 n
· · ·

となる．Weyl群W (Bn)は符号つき置換のなす群 Sn ⋉ {1,−1}n に同型である．

4.5.3 Cn 型
Cn 型ルート系は，n次元の標準的な Euclid空間 E = Rn において

∆ = {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±2ei | 1 ≤ i ≤ n}

で与えられる．#∆ = 2n2. 単純ルートの集合として，例えば
Π = {αi := ei − ei+1 | 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {αn := 2en}

がとれる．このとき Cartan行列は

2 −1 0 · · · · · · · · · 0
−1 2 −1 0 · · · · · · 0
0 −1 2 −1 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 0 −1 2 −1 0
0 · · · · · · 0 −1 2 −2
0 · · · · · · · · · 0 −1 2


.

ゆえに Dynkin図形 Γ(∆)は

1 2 3
· · ·

n− 1 n

となる．Weyl群W (Cn)はW (Bn)と同じである．
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4.5.4 Dn 型
Dn 型ルート系は，n次元の標準的な Euclid空間 E = Rn において

∆ = {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ n}

で与えられる．#∆ = 2n(n− 1). 単純ルートの集合として，例えば

Π = {αi := ei − ei+1 | 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {αn := en−1 + en}

がとれる．このとき Cartan行列は

2 −1 0 · · · · · · · · · · · · 0
−1 2 −1 0 · · · · · · · · · 0
0 −1 2 −1 0 · · · · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 0 −1 2 −1 0 0
0 · · · · · · 0 −1 2 −1 −1
0 · · · · · · · · · 0 −1 2 0
0 · · · · · · · · · · · · −1 0 2


.

ゆえに Dynkin図形 Γ(∆)は

1 2 3
· · ·

n− 2

n− 1

n

となる．Weyl群W (Dn)は Sn ⋉ {1,−1}n の部分群

{(g, (σ1, . . . , σn)) ∈ Sn ⋉ {±1}n |
∏n
i=1 σi = 1}

に同型である．

4.5.5 G2 型
G2 型ルート系は，3次元の標準的な Euclid空間 R3 の 2次元部分ベクトル空間

E := {x1e1 + x2e2 + x3e3 ∈ R3 | x1 + x2 + x3 = 0}

において

∆ = {±(ei − ej) | 1 ≤ i < j ≤ 3} ∪ {±(2ei − ej − ek) | {i, j, k} = {1, 2, 3}}
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で与えられる．#∆ = 12. 単純ルートの集合として，例えば

Π = {α1 := −2e1 + e2 + e3, α2 := e1 − e2}

がとれる．このとき Cartan行列は (
2 −1
−3 2

)
.

ゆえに Dynkin図形 Γ(∆)は
1 2

となる．

4.5.6 F4 型
F4 型ルート系は，4次元の標準的な Euclid空間 E = R4 において

∆ = {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ 4} ∪ {±ei | 1 ≤ i ≤ 4} ∪ { 12
∑4
i=1 σiei | (σi) ∈ {±1}4}

で与えられる．#∆ = 48. 単純ルートの集合として，例えば

Π = {α1 := e2 − e3, α2 := e3 − e4, α3 := e4, α4 := 1
2 (e1 − e2 − e3 − e4)}

がとれる．このとき Cartan行列は
2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −2 2 −1
0 0 −1 2

 .

ゆえに Dynkin図形 Γ(∆)は
1 2 3 4

となる．

4.5.7 En 型
E8 型ルート系は，8次元の標準的な Euclid空間 E = R8 において

∆ = {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ 8} ∪ { 12
∑8
i=1 σiei | (σi) ∈ {±1}8,

∏8
i=1 σi = 1}
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で与えられる．#∆ = 240. 単純ルートの集合として，例えば

Π = {α1 := 1
2 (e1 − e2 − e3 − e4 − e5 − e6 − e7 + e8), α2 := e1 + e2}

∪ {αi := ei−1 − ei−2 | 3 ≤ i ≤ 8}

がとれる．このとき Cartan行列は

2 −1 0 0 0 0 0 0
0 2 0 −1 0 0 0 0
−1 0 2 −1 0 0 0 0
0 −1 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 0 −1 2


.

ゆえに Dynkin図形 Γ(∆)は

1

2

3 4 5 6 7 8

となる．E6 型および E7 型ルート系は E8 型ルート系の部分集合として実現できる．す
なわち

∆′ := ∆ ∩ SpanR{α1, . . . , α7}
= {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ 6} ∪ {±(e7 − e8)}

∪ {± 1
2 (e8 − e7 +

∑6
i=1 σiei) | (σi) ∈ {±1}6,

∏6
i=1 σi = −1}

が E7 型のルート系を与え，

∆′′ := ∆ ∩ SpanR{α1, . . . , α6}
= {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ 5}

∪ {± 1
2 (e8 − e7 − e6 +

∑5
i=1 σiei) | (σi) ∈ {±1}5,

∏5
i=1 σi = 1}

が E6 型ルート系を与える．ルートの個数はそれぞれ #∆′ = 126, #∆′′ = 72である．

レポート問題 25. Euclid空間 E の中の階数 nのルート系∆を考える．各ルート α ∈ ∆

に対し
α∨ =

2

(α, α)
α

とおく．以下の問いに答えよ．
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(1) 集合 ∆∨ = {α∨ | α ∈ ∆} ⊂ E は再び階数 nのルート系をなすことを示せ．ルー
ト系 ∆∨ を ∆の双対ルート系と呼ぶ．

(2) {α1, . . . , αn} ⊂ ∆がルート系∆の単純ルートの集合であるとき，{α∨
1 , . . . , α

∨
n} ⊂

∆∨ は双対ルート系 ∆∨ の単純ルートの集合を与えることを示せ．
(3) Dynkin図形を比較することによって，Bn 型ルート系の双対ルート系は Cn 型ルー
ト系（に同型）であることを示せ．他方，X ∈ {A,D,E, F,G}に対し，Xn 型ルー
ト系の双対ルート系は再び Xn 型ルート系（に同型）であることを示せ．

■余談 ルート系および Dynkin図形は，Lie代数の理論のみならず，現代数学の様々な
トピックにしばしば現れる．例えば

(1) 箙（quiver, 有向グラフ）の表現論；
(2) 単純特異点の分類；
(3) 有限型の団代数 (cluster algebra)の分類，など．

これらについては例えば以下の参考文献（日本語）がある．

(1) 草場公邦，「行列特論」（第 2章：ガブリエルの定理），裳華房，基礎数学選書 21，
1979年．

(2) 松澤淳一，「特異点とルート系」，朝倉書店，すうがくの風景 6，2002年．
(3) 中島啓，「ディンキン図式をめぐって–数学におけるプラトン哲学」，数理解析研究
所第 31回数学入門公開講座，2009年．講義ノートへのリンク

4.6 補足：Weyl群の元の長さ
∆ ⊂ E をルート系，Π = {α1, . . . , αn}をその単純ルートの集合とし，∆+,∆− をそれ
ぞれ対応する正ルート，負ルートの集合とする，上と同様に si := sαi

(1 ≤ i ≤ n)を単純
鏡映とする．Weyl群W (∆)の任意の元 w を単純鏡映の積として

w = si1si2 · · · sil (1 ≤ i1, i2, . . . , il ≤ n)

と表示することができる．そのような表示のうち，l ∈ Z≥0 が最小であるような表示を，
w の簡約表示 (reduced expression)と呼び，そのときの lを w の長さ (length)と呼んで
`(w) と書く．長さは単純ルートの集合 Π のとり方に依存して定義されることに注意す
る．定義より，`(w) = 0であることと，w が単位元 idであることは同値である．
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命題 4.38. 任意の w ∈W (∆)に対し，`(w) = #(w∆+ ∩∆−)が成り立つ．

Proof. n(w) := #(w∆+ ∩ ∆−) とおいて，`(w) = n(w) が成り立つことを `(w) に関
する帰納法で証明する．`(w) = 0 のときは，w は単位元なので n(w) = 0 だからよい．
l := `(w) > 0のとき，w の簡約表示 w = si1 · · · sil をひとつ選び，v := si1 · · · sil−1

とお
く．このとき `(v) = l− 1であるから，帰納法の仮定より，`(v) = n(v) = l− 1が成り立
つ．よって n(w) = n(v) + 1を示せば良い．補題 4.21より

w∆+ = v(sil∆
+)

= v
(
(∆+ \ {αil}) ∪ {−αil}

)
= (v∆+ \ {vαil}) ∪ {−vαil}

であるから，
n(w) =

{
n(v) + 1 （vαil ∈ ∆+ のとき）,
n(v)− 1 （vαil ∈ ∆− のとき）

が分かる．
ここで vαil ∈ ∆− とすると矛盾を生じることを示そう．実際，仮定 vαil ∈ ∆− の下で

m := max{k ∈ {1, . . . , l − 1} | siksik+1
· · · sil−1

αil ∈ ∆−}

が定まる．このとき sim+1 · · · sil−1
αil ∈ ∆+ は sim によって負ルートにうつる正ルート

である．よって補題 4.21より，sim+1
· · · sil−1

αil = αim でなくてはならない．このとき
補題 4.1(4)を g = sim+1

· · · sil−1
に適用して，sim = sgαil

= gsilg
−1, すなわち

sim(sim+1
· · · sil−1

) = (sim+1
· · · sil−1

)sil

を得る．このとき

w = si1 · · · sim−1
(simsim+1

· · · sil−1
)sil

= si1 · · · sim−1
(sim+1

· · · sil−1
sil)sil

= si1 · · · sim−1
sim+1

· · · sil−1

となる．これは `(w) = lに反する．

系 4.39. Weyl群の元 w ∈W (∆)について，次が成り立つ：

wΠ = Π
同値⇐⇒ w∆+ = ∆+ 同値⇐⇒ w = id.

Proof. 最初の同値性は Π = {α ∈ ∆+ |6 ∃β1, β2 ∈ ∆+ s.t. α = β1 + β2}より，2番目の
同値性は命題 4.38より従う．
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系 4.40. Weyl群W (∆)の元 w0 であって，条件 w0∆
+ = ∆− を満たすものがただひと

つ存在する．またこのとき w2
0 = idが成り立つ．

Proof. 元 w ∈ W (∆)について，w∆+ 6= ∆− ならば，ある単純ルート αi ∈ Πがあって
wαi ∈ ∆+ を満たす．このとき命題 4.38 と補題 4.21 より `(wsi) = `(w) + 1 となる．
よって w0 ∈ W (∆)を `(w0) = max{`(w) | w ∈ W (∆)}なる元とすれば，w0∆

+ = ∆−

を満たす．w2
0 は ∆+ を保つので，系 4.39 より w2

0 = id となる．またもうひとつの元
w′

0 ∈ W (∆)が同じ条件 w′
0∆

+ = ∆− を満たすならば，積 w0w
′
0 は ∆+ を保つ．よって

再び系 4.39より w0w
′
0 = idとなる．これから一意性が従う．

系 4.40の w0 をWeyl群W (∆)の最長元 (longest element)という．
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5 普遍包絡環
複素 Lie 代数 g に対して，その普遍包絡環と呼ばれる C 代数 U(g) が自然に考えられ
る．ここで C代数とは，複素数体 Cをその中心に含む環（結合的多元環）のことである．
普遍包絡環 U(g)を用いることにより，Lie代数 gの表現論は U(g)上の加群の理論と等
価である．これは有限群の表現論が群代数（群環）上の加群の理論と等価であることと同
様である．環上の加群の言葉に翻訳することで，環論の様々な技法を適用することができ
て便利である．

5.1 C代数
以下簡単のため，ベクトル空間は全て複素ベクトル空間であるとする．また，テンソル
積 ⊗は全て複素数体 C上のテンソル積 ⊗C を意味するものとする．

定義 5.1 (C代数). ベクトル空間 Aは，積と呼ばれる双線形写像

A×A→ A; (x, y) 7→ xy

が与えられ，以下の性質を満たすとき，C代数 (C-algebra)であるという．

(1) 結合律：任意の x, y, z ∈ Aについて (xy)z = x(yz)が成り立つ；
(2) 単位元の存在：ある元 1A ∈ Aが（ただひとつ）存在して，任意の x ∈ Aについて

x = x1A = 1Axを満たす．

2つの C代数 A, B に対し，線形写像 f : A → B は積および単位元と整合的であると
き，すなわち条件

f(xy) = f(x)f(y) (∀x, y ∈ A), f(1A) = 1B

を満たすとき，C代数準同型 (Calgebra homomorphism)であるという．

HomC-alg(A,B) := {f : A→ B | f は C代数準同型 }

とおく*22．可逆な準同型を C代数の同型という．Aから B への C代数の同型が存在す
るとき，Aと B は C代数として同型であるといい，A ∼= B と書く．

*22 Lie代数のときと違ってこれは単なる集合であって，自然なベクトル空間の構造を持たないので注意．
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例 5.2. 複素数体 C自身は，通常の積により C代数である．Aが C代数であるとき，写
像 C→ A, c 7→ c1A は単射準同型である．以下，これによって複素数体 Cを Aの部分集
合と同一視する．特に，単に 1A = 1と書く．

例 5.3 (End環). 任意のベクトル空間 V について，V 上の自己線形写像全体のなすベク
トル空間 EndC(V )は，写像の合成を積として C代数である．

例 5.4 (多項式環). N 変数 x1, x2, . . . , xN の C係数多項式全体

C[x1, x2, . . . , xN ]

は通常の多項式の積に関して C代数となる．これは可換な C代数である．ベクトル空間
としては無限次元であり，基底として単項式全体の集合

{xi1xi2 · · ·xim | m ∈ Z≥0, 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ im ≤ N}

がとれる．

例 5.5 (自由代数/非可換多項式環). N 個の記号 x1, x2, . . . , xN からなる語全体の集合

{xi1xi2 · · ·xim | m ∈ Z≥0, 1 ≤ i1, i2, . . . , im ≤ N}

を基底とするベクトル空間

C〈x1, x2, . . . , xN 〉 :=
⊕

m∈Z≥0

⊕
1≤i1,i2,...,im≤N

Cxi1xi2 · · ·xim

は，積を語の結合

(xi1xi2 · · ·xim) · (xj1xj2 · · ·xjl) := xi1xi2 · · ·ximxj1xj2 · · ·xjl

によって定めることで C 代数となる．これを自由代数 (free algebra) または非可換多項
式環 (non-commutative polynomial ring)という．

命題 5.6. 任意の C代数 Aについて，次の全単射がある：

HomC-alg(C〈x1, . . . , xN 〉, A)
1:1−−→ AN ; f 7→ (f(x1), . . . , f(xN )).

Proof. a = (a1, . . . , aN ) ∈ AN に対して，C線形写像 eva : C〈x1, . . . , xN 〉 → Aを

eva(xi1xi2 · · ·xim) := ai1ai2 · · · aim (m ∈ Z≥0, 1 ≤ i1, i2, . . . , im ≤ N)

によって定めれば，eva は C代数準同型である．対応 a 7→ eva が逆写像を与える．
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例 5.7 (テンソル代数). ベクトル空間 V と非負整数m ∈ Z≥0 に対して，テンソル冪

V ⊗m :=


C (m = 0のとき),

m 個︷ ︸︸ ︷
V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V (m > 0のとき)

を考える．これらを全て直和して得られベクトル空間

T (V ) :=

∞⊕
n=0

V ⊗m

は，積をテンソルの結合

(v1 ⊗ · · · ⊗ vm) · (u1 ⊗ · · · ⊗ ul) := v1 ⊗ · · · ⊗ vm ⊗ u1 ⊗ · · · ⊗ ul

によって定めることで，C代数となる．これをテンソル代数 (tensor algebra)という．
dimV = N のとき，V の基底 {x1, . . . , xN}をひとつ選ぶと，V ⊗m は

{xi1 ⊗ xi2 ⊗ · · · ⊗ xim | 1 ≤ i1, i2, . . . , im ≤ N}

を基底とする Nm 次元のベクトル空間である．ゆえに C代数の同型

T (V )
'−→ C〈x1, x2, . . . , xN 〉; xi1 ⊗ xi2 ⊗ · · · ⊗ xim 7→ xi1xi2 · · ·xim

がある．

命題 5.8. 任意のベクトル空間 V と C代数 Aに対して，次の自然な全単射がある*23：

HomC-alg(T (V ), A)
1:1−−→ HomC(V,A); f 7→ f |V .

Proof. 線形写像 g : V → Aに対して，線形写像 g̃ : T (V )→ Aを

g̃(1) := 1, g̃(v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vm) := g(v1)g(v2) · · · g(vm) (v1, v2, . . . , vm ∈ V )

によって定義すれば，g̃ は C代数準同型である．対応 g 7→ g̃ が逆写像を与える．

定義 5.9 (イデアル/商代数). C代数 Aの部分ベクトル空間 J が，条件

x ∈ J, a ∈ A =⇒ ax, xa ∈ J

*23 圏論の言葉を用いて言い換えれば，関手 V 7→ T (V )は，C代数の圏からベクトル空間の圏への忘却関手
の左随伴関手である．
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を満たすとき，J は Aの（両側）イデアル (two-sided ideal)であるという．J が Aのイ
デアルであるとき，商ベクトル空間 A/J に積を

(a+ J)(b+ J) := ab+ J (a, b ∈ A)

と定めることで，A/J は C代数となる（積が well-definedであることは容易にチェック
できる）．これを Aの J による商 (quotient)という．明らかに，商写像

πJ : A→ A/J ; a 7→ a+ J

は C代数準同型である．

命題 5.10. 2つの C代数 A,B と，Aのイデアル J について，次の全単射がある：

HomC-alg(A/J,B)
1:1−−→ {f ∈ HomC-alg(A,B) | f(J) = {0}}; g 7→ g ◦ πJ .

Proof. C代数準同型 f : A→ B で f(J) = {0}を満たすものに対し，

f̄(a+ J) := f(a) (a ∈ A)

とおけば，f̄ は C代数準同型 A/J → B を定める．対応 f 7→ f̄ が逆写像を与える．

定義 5.11. 部分集合 R ⊂ Aに対し，

〈R〉 := SpanC{arb | a, b ∈ A, r ∈ R} ⊂ A

とおけば，〈R〉は Aのイデアルとなる．これを Rの生成するイデアルという．簡単のた
め，R = {r1, r2, . . .}のとき，〈R〉 = 〈r1, r2, . . .〉などと書く．

系 5.12. 2つの C代数 A,B と，Aの部分集合 Rについて，次の全単射がある：

HomC-alg(A/〈R〉, B)
1:1−−→ {f ∈ HomC-alg(A,B) | f(R) = {0}}; g 7→ g ◦ π〈R〉.

Proof. C代数準同型 f : A → B について，条件 f(〈R〉) = {0}と条件 f(R) = {0}が同
値であることに注意すれば良い．

例 5.13. 非可換多項式環 C〈x1, . . . , xN 〉において，集合

R := {xixj − xjxi | 1 ≤ i < j ≤ N}

で生成されるイデアル

〈R〉 = 〈xixj − xjxi | 1 ≤ i < j ≤ N〉
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を考える．このとき命題 5.10と命題 5.6より，C代数準同型
f : C〈x1, . . . , xN 〉/〈R〉 → C[x1, . . . , xN ]; π〈R〉(xk) 7→ xk (k = 1, . . . , N)

がある．f は同型である．実際，任意の 1 ≤ i1, . . . , im ≤ N と σ ∈ Sm に対して
π〈R〉(xi1 · · ·xim) = π〈R〉(xiσ(1)

· · ·xiσ(m)
)

であるから，集合M := {π〈R〉(xi1 · · ·xim) | m ∈ Z≥0, 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ im ≤ N}はベク
トル空間 C〈x1, . . . , xN 〉/〈R〉を張る．一方で，構成から

f(π〈R〉(xi1 · · ·xim)) = xi1 · · ·xim (m ∈ Z≥0, 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ im ≤ N)

なので，f は集合M と単項式の集合 {xi1 · · ·xim | m ∈ Z≥0, 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ im ≤ N} ⊂
C[x1, . . . , xN ] のあいだの全単射を引き起こす．後者は多項式環 C[x1, . . . , xN ] の基底
だったので，集合M は一次独立，ゆえに商代数 C〈x1, . . . , xN 〉/〈R〉の基底をなす．よっ
て f は基底のあいだの全単射を引き起こすから線型同型，ゆえに C代数の同型である．

定義 5.14 (代数の表示). C代数 Aの N 個の元 a1, . . . , aN が与えられたとき，命題 5.6

により a = (a1, . . . , aN ) ∈ AN に対して C代数準同型
eva : C〈x1, . . . , xN 〉 → A; xk 7→ ak (1 ≤ k ≤ N)

が定まる．写像 eva が全射であるとき，a1, . . . , aN は C代数 Aを生成する (generate)と
いう．このときさらに，元 l1, l2, . . . , r1, r2 . . . ∈ C〈x1, . . . , xN 〉によって

Ker(eva) = 〈l1 − r1, l2 − r2, . . .〉,

と書けるならば，C代数 Aは生成元 a1, . . . , aN と関係式
l1|x=a = r1|x=a, l2|x=a = r2|x=a, . . .

による表示 (presentation) を持つという．ただしここで，F |x=a は，非可換多項式 F ∈
C〈x1, . . . , xN 〉 の各変数 xk を形式的に ak に置き換えて書き表したものを意味する．C
代数の準同型定理により，このとき eva は同型

C〈x1, . . . , xN 〉/〈l1 − r1, l2 − r2, . . .〉 ∼= A

を導く．

例 5.15. 例 5.13より，多項式環 C[x1, . . . , xN ]は，生成元 x1, . . . , xN と関係式
xixj = xjxi (1 ≤ i < j ≤ N)

による表示を持つ．
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5.2 Lie代数の普遍包絡環
以下，gは複素 Lie代数であるとする．

定義 5.16 (普遍包絡環). テンソル代数 T (g)のイデアル

Jg := 〈x⊗ y − y ⊗ x− [x, y] | x, y ∈ g〉

を考える．このとき T (g)の Jg による商

U(g) := T (g)/Jg

を Lie代数 gの普遍包絡環 (universal enveloping algebra)という．このとき，包含写像
g ↪→ T (g)と商写像 T (g)→ U(g)の合成によって，自然な線型写像

ιg : g→ U(g)

が定義される．

注意 5.17. 写像 ιg は単射であることが分かる（例えば定理 5.27を参照）．そこで，以下
では x ∈ gと ιg(x) ∈ U(g)をしばしば同一視する．

注意 5.18 (構造定数と U(g)の表示). N = dim gとし，gの基底 x1, . . . , xN をひとつ選
ぶ．このとき式

[xi, xj ] =
N∑
k=1

aki,jxk (1 ≤ i, j ≤ N)

によって，複素数の組 {aki,j}1≤i,j,k≤N が定まる．これを Lie代数 gの基底 {xi}1≤i≤N に
関する構造定数 (structure constant)という．
例 5.7で見たように，C代数の同型 T (g) ∼= C〈x1, . . . , xN 〉がある．この同型のもとで
テンソル代数 T (g)のイデアル Jg は，自由代数 C〈x1, . . . , xN 〉のイデアル

〈xixj − xjxi −
∑N
k=1 a

k
i,jxk | 1 ≤ i, j ≤ N〉

に写る．したがって，U(g)は生成元 x1, . . . , xN と関係式

xixj − xjxi =
N∑
k=1

aki,jxk (1 ≤ i, j ≤ N)

による表示を持つ．
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レポート問題 26. Lie 代数 g の基底 {xi}1≤i≤N に関する構造定数 {aki,j}1≤i,j,k≤N は以
下の等式 (1), (2)を満たすことを示せ：任意の 1 ≤ i, j, k, l ≤ N について

(1) aki,j = −akj,i,
(2)

∑N
m=1(a

l
i,ma

m
j,k + alj,ma

m
k,i + alk,ma

m
i,j) = 0.

例 5.19 (可換 Lie代数の場合). 可換 Lie代数 aの普遍包絡環 U(a)は可換 C代数である．
dim a = N のとき，aの基底 x1, . . . , xN を選べば，C代数の同型 U(a) ∼= C[x1, . . . , xN ]

を得る．

例 5.20 (sl2 の場合). U(sl2)は生成元 e, f, hと関係式

he− eh = 2e, hf − fh = −2f, ef − fe = h

による表示を持つ．

次に普遍包絡環の普遍性について述べる．

補題 5.21. Aを C代数とする．ベクトル空間 Aは双線形写像

[−,−] : A×A→ A; [x, y] := xy − yx

を Lie括弧として Lie代数になる．以下これを ALie と書く．

レポート問題 27. 補題 5.21を証明せよ．

例 5.22. 任意のベクトル空間 V について，定義より gl(V ) = EndC(V )Lie である．

以下，Lie代数 g, hについて，gから hへの Lie代数の準同型全体の成す集合（ベクト
ル空間）を EndLie(g, h)と書く．

命題 5.23 (普遍包絡環の普遍性). 任意の Lie代数 gと C代数 Aについて，次の自然な
全単射がある*24：

HomC-alg(U(g), A)
1:1−−→ HomLie(g, ALie); f 7→ f ◦ ιg.

*24 圏論の言葉を用いて言い換えれば，Lie代数の圏から C代数の圏への関手 g 7→ U(g)は，関手 A 7→ ALie

の左随伴関手である．g 7→ U(g)が関手であることは，下記のレポート問題 28も参照．
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Proof. 次の可換図式から分かる：

HomC-alg(T (g), A)
1:1

命題 5.8
// HomC(g, A)

{f ∈ HomC-alg(T (g), A) | (?)}
?�

包含
OO

1:1 // {f ∈ HomC(g, A) | (?)}
?�

包含

OO

HomC-alg(U(g), A)
��

1:1 命題 5.10

OO

f 7→f◦ιg
// HomLie(g, ALie).

ただしここで (?)は条件

(?) : f([x, y]) = f(x)f(y)− f(y)f(x) (∀x, y ∈ g)

を表す．

定義 5.24 (代数上の加群). Aは C代数であるとする．ベクトル空間 V は，C代数の準
同型写像 ϕ : A→ EndC(V )が与えられているとき，（左）A加群 (A-module)であるとい
う．このとき av := ϕ(a)(v)として，双線形写像

A× V → V ; (a, v) 7→ av (5.1)

が定まり，条件
a(bv) = (ab)v (a, b ∈ A, v ∈ V )

を満たす．
逆にこの条件を満たす双線形写像 (5.1)が与えられているとき，ϕ(a)(v) := av として

C代数準同型 ϕ : A→ EndC(V )が定まる．よって A加群とは，上の条件を満たす双線形
写像 (5.1)を備えたベクトル空間 V のことであると思える．

系 5.25 (gの表現と U(g)加群の同一視). 任意のベクトル空間 V に対して，次の自然な
全単射がある：

HomC-alg(U(g),EndC(V ))
1:1−−→ HomLie(g, gl(V )); ϕ 7→ ϕ ◦ ιg.

したがって，次の自然な対応を得る：

{ Lie代数 gの表現 } 1:1←→ { U(g)加群 }; (V, ρ) 7→ (V, ρ̃). (5.2)

ただしここで，Lie代数の準同型 ρ : g→ gl(V )に対し，ρ̃ : U(g)→ End(V )は ρ̃ ◦ ιg = ρ

を満たす C代数準同型である．
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注意 5.26. 上の対応 (5.2)において，gの表現 (V, ρ)の部分表現と，U(g)加群 (V, ρ̃)の
部分加群は自然に対応する．したがって特に，Lie代数 gの既約表現と既約 U(g)加群（単
純 U(g)加群とも言う）は自然に対応する．

そういうわけで，Lie代数の gの表現と普遍包絡環 U(g)上の加群は，同じものである．
以下では両者を同一視し，必要に応じて gの表現と言ったり，U(g)加群と言ったりする．
原理的には言葉としてどちらを選んでも同じだが，普遍包絡環を用いたほうが環論の様々
な技法が使えて効率的なことが多い．
普遍包絡環 U(g)については，次のPoincaré–Birkhoff–Wittの定理（略してPBW

定理）が非常に基本的かつ重要である．簡単のためここでは gが有限次元のときに限定し
て述べるが，無限次元でも全く同様の主張が成り立つ．

定理 5.27 (PBW定理). Lie代数 gの基底 x1, x2, . . . , xN を任意に選ぶ．このとき集合

{xi1xi2 · · ·xim | m ∈ Z≥0, 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ im ≤ N} ⊂ U(g)

は，普遍包絡環 U(g)の C上の基底を与える．

証明は難しくないが，本講義では時間的余裕がないため残念ながら割愛する．興味のあ
る方は [2, §17]などを参照してください．

例 5.28. U(sl2)の基底として，例えば集合 {fahbec | a, b, c ∈ Z≥0}がとれる．

レポート問題 28. g, h は有限次元 Lie 代数，ϕ : g → h は Lie 代数の準同型であるとす
る．このとき，次の図式を可換にする C代数準同型 ϕ̃ : U(g) → U(h)がただひとつ存在
することを示せ：

g
φ //

ιg

��

h

ιh

��
U(g)

φ̃ // U(h).

このとき，さらに以下を示せ：

(1) ϕが単射であることと ϕ̃が単射であることは同値である．
(2) ϕが全射であることと ϕ̃が全射であることは同値である．
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5.3 Lie代数の表示
定義 5.29 (自由 Lie代数). 非可換多項式環に付随する Lie代数 C〈x1, . . . , xN 〉Lie におい
て，元 x1, . . . , xN を含む最小の部分 Lie代数，すなわち

f(x1, . . . , xN ) := SpanC{[xi1 , [xi2 , . . . [xim−1
, xim ] . . .]] | m ∈ Z≥0, 1 ≤ i1, i2, . . . , im ≤ N}

を，x1, . . . , xN で生成される自由 Lie代数 (free Lie algebra)という．

命題 5.30. 任意の Lie代数 gについて，次の全単射がある：

HomLie(f(x1, . . . , xN ), g)
1:1−−→ gN ; ϕ 7→ (ϕ(x1), . . . , ϕ(xN )).

Proof. 任意の元 a = (a1, . . . , aN ) ∈ gN ⊂ U(g)N に対して，命題 5.6より C代数の準同
型 eva : C〈x1, . . . , xN 〉 → U(g)であって，eva(xk) = ak (k = 1, . . . , N)を満たすものが
ただひとつ存在する．eva の f(x1, . . . , xN ) への制限は g に値を取り，Lie 代数の準同型
eva : f(x1, . . . , xN )→ gを導く．この対応 a 7→ eva が逆写像を与える．

定義 5.31 (Lie代数の表示). Lie代数 gの部分集合 R ⊂ gに対し，

〈R〉Lie := SpanC{[a1, [a2, . . . , [am, r] . . .]] | m ∈ Z≥0, a1, . . . , am ∈ g, r ∈ R}

とおく．これは Rを含む最小の gのイデアル*25である．
Lie 代数 g の N 個の元 a1, . . . , aN が与えられたとき，命題 5.30 により

a = (a1, . . . , aN ) ∈ gN に対して Lie代数の準同型

eva : f(x1, . . . , xN )→ g; xk 7→ ak (1 ≤ k ≤ N)

が定まる．写像 eva が全射であるとき，a1, . . . , aN は Lie 代数 g を生成する (generate)

という*26．このときさらに，元 l1, l2, . . . , r1, r2 . . . ∈ f(x1, . . . , xN )によって

Ker(eva) = 〈l1 − r1, l2 − r2, . . .〉Lie,

と書けるならば，Lie代数 gは生成元 a1, . . . , aN と関係式

l1|x=a = r1|x=a, l2|x=a = r2|x=a, . . .

*25 C代数のイデアルではなく，Lie代数のイデアルである．定義 3.1を思い出そう．
*26 構成から Im(eva)は a1, . . . , aN を含む gの最小の部分 Lie代数である．
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による表示 (presentation) を持つという．Lie代数の準同型定理（補題 3.2）により，こ
のとき eva は同型

f(x1, . . . , xN )/〈l1 − r1, l2 − r2, . . .〉 ∼= g

を導く．
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6 半単純 Lie代数の有限次元表現論
6.1 三角分解と Serreの定理
以後，gは複素有限次元半単純 Lie代数であるとし，その Cartan部分代数 h ⊂ gを固
定する．n := rk g = dimC hとおく．§3.5のように，ルート空間分解

g = h⊕
⊕
α∈∆

gα (6.1)

を考える．ただし，

gα := {x ∈ g | [h, x] = α(h)x, ∀h ∈ h},
∆ = ∆(g, h) := {α ∈ h∗ | gα 6= {0}}

である．∆ は Euclid 空間 h∗R := SpanR ∆ において定義 4.2 の意味でルート系をなすの
だった（定理 4.3）．
さらに単純ルートの集合 Π := {α1, . . . , αn} ⊂ ∆ も固定する．公理 (S1) より Π は複
素ベクトル空間 h∗ の基底をなす．また，∆+ := ∆ ∩ (

∑n
i=1 Z≥0αi)および ∆− := −∆+

をそれぞれ Π から定まる正ルートの集合，負ルートの集合とすれば，公理 (S2) より
∆ = ∆+ t∆− が成り立つ．
ここで部分ベクトル空間 n+, n− ⊂ gを

n± :=
⊕
α∈∆±

gα （複号同順）

によって定める．[gα, gβ ] ⊂ gα+β だったので，n+, n− はともに gの部分 Lie代数であり，
分解 (6.1)より，ベクトル空間として

g = n− ⊕ h⊕ n+ (6.2)

となる．直和分解 (6.2)を半単純 Lie代数 gの三角分解 (triangular decomposition)とい
う．これは sl2 の分解 sl2 = Cf ⊕ Ch⊕ Ceの一般化である．
次に，各正ルート α ∈ ∆+ に対し，ルートベクトル eα ∈ gα, fα ∈ g−α を

κg(eα, fα) =
2

(α, α)
(6.3)

を満たすように選び，以後固定する（κg は gの Killing形式）．このとき，

[eα, fα] = hα :=
2

(α, α)
ν−1(α) (6.4)
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が成り立つのであった．ただし，ν : h ' h∗ は ν(h)(h′) := κg(h, h
′), h, h′ ∈ hによって

定まる線型同型であった．ここで eα, fα は零でないので，gα = Ceα, g−α = Cfα である
ことに注意しよう．ゆえに，集合 {eα | α ∈ ∆+}, {fα | α ∈ ∆+}はそれぞれ複素ベクト
ル空間 n+, n− の基底をなす．
また，単純ルート α1, . . . , αn については，簡単のため

ei := eαi
, fi := fαi

, hi := hαi
(i = 1, . . . , n) (6.5)

と略記する．これらを gの Chevalley 生成元 (Chevalley generators) と呼ぶ．Πが h∗

の基底をなすので，{hi | i = 1, . . . , n}は Cartan部分代数 hの基底をなす．
以上より，集合

{eα, fα | α ∈ ∆+} t {hi | i = 1, . . . , n} (6.6)

は Lie代数 gの基底をなす．
さて C := C(∆) = (cij)1≤i,j≤n をルート系 ∆（と単純ルートの集合 Π）に付随する

Cartan行列とする．すなわち，各 1 ≤ i, j ≤ nに対し，

cij :=
2(αi, αj)

(αi, αi)
∈ Z

とする（Cartan整数）．i 6= j ならば cij ≤ 0であることを思い出そう．

命題 6.1. n個の元 e1, . . . , en (resp. f1, . . . , fn)は Lie代数 n+ (resp. n−)を生成する．
さらに，次の Serre関係式 (Serre relation)を満たす：任意の 1 ≤ i 6= j ≤ nに対し

(ad ei)
1−cij (ej) = 0 (resp. (ad fi)

1−cij (fj) = 0). (6.7)

Proof. n′ := Im(ev(e1,...,en) : f(x1, . . . , xn) → n+) を e1, . . . , en を含む最小の n+ の部
分 Lie 代数とする．n′ = n+ であることを示す．そのためには任意の正ルート α ∈ ∆+

について，gα ⊂ n′ であることを示せば十分である．正ルート α =
∑n
i=1 aiαi の高さ

(height) を，htα :=
∑n
i=1 ai ∈ Z>0 と定義する．htα に関する帰納法で，gα ⊂ n′ を

示そう．htα = 1 のとき，α は単純ルートだからよい．htα > 1 とする．(α, α) > 0 な
ので，ある i ∈ {1, . . . , n}について (α, αi) > 0でなくてはならない．このとき系 4.2よ
り，α− αi ∈ ∆であるが，htα > 1より α− αi ∈ ∆+ となる．このとき帰納法の仮定よ
り，gα−αi ⊂ n′ である．よって，命題 3.41(3) より gα = [gαi , gα−αi ] ⊂ n′ を得る．n−

が f1, . . . , fn で生成されることも全く同様に示される．以上により，前半の主張が証明さ
れた．
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次に Serre関係式 (6.7)が満たされることを示す．1 ≤ i 6= j ≤ nに対し，命題 3.41(4)

より，非負整数 p, q ∈ Z≥0 が存在して

{k ∈ Z | αj + kαi ∈ ∆} = {k ∈ Z | −p ≤ k ≤ q}, p− q = αj(hi) = cij

となる．(S2)より，αj − αi 6∈ ∆ゆえ p = 0，したがって q = −cij でなくてはならない．
ゆえに αj + (1− cij)αi 6∈ ∆となり，これから

(ad ei)
1−cij (ej) ∈ gαj+(1−cij)αi

= {0}

となる．(ad fi)
1−cij (fj) = 0の証明も全く同様である．

系 6.2. 半単純 Lie代数 gは 3n個の Chevalley生成元 (6.5)によって生成され，Serre関
係式 (6.7)に加えて，以下の関係式を満たす：任意の 1 ≤ i, j ≤ nについて

[hi, hj ] = 0, [hi, ej ] = cijej , [hi, fj ] = −cijfj , [ei, fj ] = δijhi. (6.8)

Proof. 三角分解 (6.2)および命題 6.1による．関係式 (6.8)は構成からほぼ明らか．

より強く，次の主張が成り立つ．詳細については [2, §18]などを参照．

定理 6.3 (Serre の定理). 半単純 Lie 代数 g は生成元 (6.5) と関係式 (6.7), (6.8) による
表示を持つ．すなわち，Lie代数として

g ∼= g(C) := f(ei, fi, hi | i = 1, . . . , n)/〈R(C)〉Lie

となる．ただし，集合 R(C) ⊂ f(ei, fi, hi | i = 1, . . . , n)は Cartan行列 C のみに依存し
て，次で与えられる：

R(C) := {[hi, hj ], [hi, ej ]− cijej , [hi, fj ] + cijfj , [ei, fj ]− δijhi | 1 ≤ i, j ≤ j}
∪ {(ad ei)1−cij (ej), (ad fi)1−cij (fj) | 1 ≤ i 6= j ≤ n}.

逆に，与えられた（抽象）ルート系 ∆ に対し，その Cartan 行列 C(∆) に付随して上
のように定義される Lie 代数 g(C(∆)) は有限次元半単純 Lie 代数になる．さらに対応
∆ 7→ g(C(∆))は写像

{半単純 Lie代数の同型類 } → {ルート系の同型類 }; g 7→ ∆(g, h)

の逆写像を与える．すなわち，半単純 Lie 代数（の同型類）はルート系（の同型類）に
よって分類される．
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上の対応において，単純 Lie代数は既約ルート系に対応する．ゆえに次を得る．

系 6.4. 複素有限次元単純 Lie 代数の同型類は，定理 4.34で列挙した Xn 型 Dynkin 図
形 (X ∈ {A,B,C,D,E, F,G})によって分類される．

注意 6.5. Xn 型 Dynkin図形に対応する単純 Lie代数を，単に Xn 型単純 Lie代数など
と呼ぶことが多い．古典型単純 Lie代数は適当な行列たちのなす Lie代数として，より具
体的に実現できる：

• An 型：特殊線型 Lie代数 sln+1,

• Bn 型：奇数次直交 Lie代数 so2n+1,

• Cn 型：斜交 (symplectic) Lie代数 sp2n,

• Dn 型：偶数次直交 Lie代数 so2n.

ここで斜交 Lie代数 sp2n とは，C2n の非退化交代双線型形式を不変にする元全体のなす
gl2n の部分 Lie代数のことである．また，例外型単純 Lie代数（や対応する Lie群）を具
体的に実現するには，八元数（Cayley代数）や例外型 Jordan代数などを用いる．これに
ついては [2, §19], [1, §22.4]，和書なら [10, 付録]や [11]などが参考文献である．

6.2 最高ウェイト表現
ここからは，sl2 の場合の諸結果（§2参照）をお手本に，半単純 Lie代数 gの表現論に
ついて論ずる．前節で見たように，Lie代数 gの表現と普遍包絡環 U(g)の（左）加群は
自然に同一視できるので，以下両者を同義語のように扱う．
また gの表現 V を，固定した Cartan部分代数 h ⊂ gの表現と見なして，そのウェイ
トを考える（§3.4参照）．すなわち，各 λ ∈ h∗ について

Vλ := {v ∈ V | hv = λ(h)v, ∀h ∈ h}

とおき，Vλ 6= {0} であるとき λ を V のウェイト，Vλ をそのウェイト空間，ベクトル
v ∈ Vλ \ {0}をそのウェイトベクトルという．また

Wt(V ) := {λ ∈ h∗ | Vλ 6= {0}}

を V のウェイトの集合とする．次は補題 2.26の一般化である．

補題 6.6. V は gの表現とする．任意の λ ∈ h∗ と α ∈ ∆+ について，以下が成り立つ：
eαVλ ⊂ Vλ+α, fαVλ ⊂ Vλ−α.
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Proof. 任意の v ∈ Vλ と h ∈ hについて

heαv = (heα − eαh)v + eα(hv)

= [h, eα]v + eαλ(h)v

= α(h)eαv + λ(h)eαv

= (λ+ α)(h)eαv,

ゆえに eαv ∈ Vλ+α が分かる．全く同様に fαv ∈ Vλ−α も示される．

以下，gの表現 V と λ ∈ h∗ に対し

V n+

:= {v ∈ V | ev = 0, ∀e ∈ n+}, V n+

λ := Vλ ∩ V n+

とおく．

定義 6.7 (最高ウェイト表現). λ ∈ h∗ とする．半単純 Lie代数 gの表現 V が，最高ウェ
イト λの最高ウェイト表現 (highest weight representation)であるとは， 非零ベクトル
v ∈ V n+

λ \ {0}が存在し，V = U(g)v を満たすときをいう．このとき，ベクトル v を V

の最高ウェイトベクトル (highest weight vector)と呼ぶ．

注意 6.8. 定義より明らかに，最高ウェイト λの最高ウェイト表現 V の零でない商表現
V/U は，また最高ウェイト λの最高ウェイト表現である．

例 6.9 (sl2 の場合). h = Chなので，線型同型 h∗ ∼= C;λ 7→ λ(h)によって h∗ と Cを同
一視する．このとき n+ 1次元既約表現 V (n)は最高ウェイト nの最高ウェイト表現であ
る．v0 ∈ V (n)（もしくはその C× 倍）は最高ウェイトベクトルである．

ここで少し環論の用語を導入しておく．一般の C代数 Aについて，A自身を左からの
掛け算作用によって左 A加群と見做すことができる．これを左正則加群という．左正則
加群の部分 A加群を左イデアルという．すなわち Aの左イデアルとは部分ベクトル空間
I ⊂ Aであって条件 AI ⊂ I を満たすもののことである．左イデアル I による商 A/I は
自然に左 A加群となる．これを商加群と呼ぶ．

定義 6.10 (Verma加群). λ ∈ h∗ に対し，普遍包絡環 U(g)の左イデアル I(λ)を

I(λ) :=
n∑
i=1

U(g)(hi − λ(hi)) +
∑
α∈∆+

U(g)eα

によって定義する．商加群
M(λ) := U(g)/I(λ)
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を最高ウェイト λのVerma加群と呼ぶ．単位元 1 ∈ U(g)の商写像 U(g)→M(λ)によ
る像を vλ と書く．

命題 6.11. 任意の λ ∈ h∗ に対し，Verma加群M(λ)は以下の性質を満たす：

(1) 任意の U(g)加群 V に対し，次の自然な全単射がある：

HomU(g)(M(λ), V )
1:1−−→ V n+

λ ; ϕ 7→ ϕ(vλ).

(2) 正ルートの集合 ∆に全順序を入れて ∆+ = {β1, . . . , βN}と書く．このとき集合

{fk1β1
fk2β2
· · · fkNβN

vλ | k1, k2, . . . , kN ∈ Z≥0}

は Verma加群M(λ)の基底をなす．特にM(λ)は C上可算無限次元である．
(3) M(λ)は最高ウェイト λの最高ウェイト表現であり，vλ はその最高ウェイトベク
トルである．さらに，gの表現 V が最高ウェイト λの最高ウェイト表現であるこ
とと，V がM(λ)の零でない商に同型であることは同値である．

Proof. (1): 定義より vλ ∈ M(λ)n
+

λ であるから，任意の準同型 ϕ : M(λ) → V に対
し，ϕ(vλ) ∈ V n+

λ となる（補題 3.25参照）．よって題意の写像は well-definedである．各
v ∈ V n+

λ に対し，準同型 ϕv : M(λ)→ V を ϕv(x+I(λ)) := xvと定義する．I(λ)v = {0}
だからこれは well-definedである．この対応 v 7→ ϕv が逆写像を与える．
(2): 簡単のため k = (k1, . . . , kN ) ∈ (Z≥0)

N に対し

f(k) := fk1β1
· · · fkNβN

, e(k) := ek1β1
· · · ekNβN

とおく．集合 (6.6)は gの基底なので，PBW定理 5.27より，集合

{f(k)hm1
1 · · ·hmn

n e(l) | k, l ∈ (Z≥0)
N , (mi) ∈ (Z≥0)

n}

は普遍包絡環 U(g)の基底をなす．ゆえにそれを少し修正した集合

P (λ) := {f(k)(h1 − λ(h1))m1 · · · (hn − λ(hn))mne(l) | k, l ∈ (Z≥0)
N , (mi) ∈ (Z≥0)

n}

も U(g)の基底である．このとき I(λ)の定義より，

I(λ) = SpanC(P (λ) \ {f(k) | k ∈ (Z≥0)
N})

がわかるので，ベクトル空間として

U(g) =

 ⊕
k∈(Z≥0)N

Cf(k)

⊕ I(λ)
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となる．主張はこれから従う．
(3): (2)より特に vλ 6= 0なので，M(λ)は最高ウェイト λの最高ウェイト表現であっ
て，vλ はその最高ウェイトベクトルである．最高ウェイト表現の零でない商はまた最高
ウェイト表現なので，特にM(λ)の零でない商は最高ウェイト λの最高ウェイト表現で
ある．逆に，V が最高ウェイト λの最高ウェイト表現であるとし，v ∈ V n+

λ \ {0}をその
最高ウェイトベクトルとすると，(1)より準同型 ϕv : M(λ)→ V であって ϕv(vλ) = v な
るものが存在する．V = U(g)v なので ϕv は全射，すなわち Im(ϕv) = V である．準同
型定理より V ∼=M(λ)/Ker(ϕv)となる．

定義 6.12 (ルート格子/支配的順序). h∗ の部分集合 Qおよび Q+ を次で定義する：

Q :=
∑
α∈∆

Zα =
n∑
i=1

Zαi, Q+ :=
∑
α∈∆+

Z≥0α =
n∑
i=1

Z≥0αi.

定義より ∆+ ⊂ Q+ ⊂ Q ⊂ h∗R である．Qは加法に関して Abel群をなし，群として Zn

に同型である．Qをルート系 ∆のルート格子 (root lattice)を呼ぶ．
集合 h∗ 上に二項関係 �を次で定める：λ, µ ∈ h∗ に対し

µ � λ def.⇐⇒ λ− µ ∈ Q+.

�は h∗ の半順序を定める．これを支配的順序 (dominance order)という．

レポート問題 29.

(1) ルート格子QがWeyl群W (∆)の作用で保たれること，すなわち任意のw ∈W (∆)

に対し wQ ⊂ Qを示せ．
(2) 二項関係 �が h∗ の半順序を定めることを確かめよ．また，µ � λかつ µ′ � λ′ な
らば µ+ µ′ � λ+ λ′ であることを示せ．

系 6.13. 最高ウェイト λ ∈ h∗ の最高ウェイト表現 V は，ウェイト表現である，すなわち
V =

⊕
µ∈Wt(V ) Vµ を満たす．さらに，dimC Vλ = 1であり，任意のウェイト µ ∈Wt(V )

に対して，dimC Vµ <∞かつ µ � λである．

Proof. V =M(λ)のとき，補題 6.6と命題 6.11(2)より主張は正しい．実際

dimCM(λ)µ = #{(k1, . . . , kN ) ∈ (Z≥0)
N |

∑N
i=1 kiβi = λ− µ} <∞

である．一般の最高ウェイト表現 V についての主張は，命題 6.11(3)より V は Verma加
群M(λ)の商だから，補題 3.28を適用して示される．
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例 6.14 (sl2 の場合). 任意の λ ∈ C ∼= h∗ に対し，

M(λ) =
⊕
k∈Z≥0

Cf (k)vλ, ただし f (k) :=
fk

k!

である*27．sl2 作用は

f(f (k)vλ) = (k + 1)f (k+1)vλ,

h(f (k)vλ) = (λ− 2k)f (k)vλ,

e(f (k)vλ) = (λ− k + 1)f (k−1)vλ

で与えられる（3つ目の式については (2.11)を参照せよ）．したがって Verma加群M(λ)

の構造は以下のように図示できる．ここで，上向き矢印（赤），下向き矢印（青），ループ
矢印（紫）がそれぞれ e, f, hの作用を表す．

vλ

fvλ

f (2)vλ

··
·

f (k)vλ

···

λ

λ− 1

λ− 2

λ− k + 1

λ− k

1

2

3

k

k + 1

λ

λ− 2

λ− 4

λ− 2k

命題 6.15. 任意の λ ∈ h∗ に対し，最高ウェイト λの既約最高ウェイト表現 V (λ)が同型
を除いて一意的に存在する．λ, µ ∈ h∗ について，λ 6= µならば V (λ) 6∼= V (µ)である．

Proof. まず題意の既約最高ウェイト表現 V (λ)を，Verma加群M(λ)の商として構成す
る．U ⊊ M(λ) を部分表現とする．系 6.13 および補題 3.28 より U はウェイト加群で

*27 ここで fk の代わりに f (k) を用いているのは，式 (2.5)と比べ易くするためである．
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ある．このとき Uλ = {0}である．実際，Uλ 6= {0}と仮定すると，M(λ)λ = Cvλ より
vλ ∈ U となるが，U(g)vλ =M(λ)だからこれは U 6=M(λ)に反する．したがって

N(λ) :=
∑

U⊊M(λ): 部分表現
U

とおけば，N(λ)λ = {0}であり，特に N(λ) ⊊M(λ)である．すなわち，N(λ)はM(λ)

と異なるM(λ)部分表現のうち包含関係に関して最大のものである．
このとき商表現

V (λ) :=M(λ)/N(λ)

は既約最高ウェイト表現である．実際，V (λ)の部分表現と，M(λ)の部分表現であって
N(λ) を含むものが 1:1 に対応する．後者は M(λ) か N(λ) しかなく，それぞれ前者の
V (λ)と {0}に対応する．よって V (λ)の既約である．またこの構成より，V (λ)がM(λ)

のただひとつの既約商加群であることも分かる．
命題 6.11(3)より，ウェイト λの任意の最高ウェイト表現 V はM(λ)の商と同型であ
るから，V が既約ならば V (λ)と同型でなくてはならない．これから一意性が従う．
また λ, µ ∈ h∗ について V (µ) ∼= V (λ) と仮定すると，特に µ ∈ Wt(V (λ)) かつ

λ ∈ Wt(V (µ)) となる．系 6.13 より，これは µ � λ かつ λ � µ，すなわち λ = µ を導
く．ゆえに λ 6= µならば V (λ) 6∼= V (µ)である．

例 6.16 (sl2 の場合). 例 6.14より，各 λ ∈ C ∼= h∗ について，命題 6.15の証明に出てき
た最大真部分表現 N(λ) ⊊M(λ)は次のようになることが分かる：

N(λ) =

{⊕
k∈Z≥0

Cfλ+1+kvλ ∼=M(−n− 1) λ ∈ Z≥0 のとき,
{0} λ 6∈ Z≥0 のとき.

(6.9)

ゆえに，各 n ∈ Z≥0 に対し V (n)は n+1次元既約表現（§2.2で構成したものと同じ）で
あり，λ 6∈ Z≥0 のとき V (λ) =M(λ)となる（既約 Verma加群）．

レポート問題 30. 既約でない最高ウェイト表現は完全可約でないことを示せ．

補題 6.17. V は最高ウェイト λの最高ウェイト表現，vλ ∈ V をその最高ウェイトベク
トルとする．このとき：

V ∼= V (λ)
同値⇐⇒ V n+

= Cvλ.

Proof. (=⇒ の証明): V (λ)n
+

= Cvλ を示す．V (λ) はウェイト表現なので，補題 3.28

より
V (λ)n

+

=
⊕
µ∈h∗

V (λ)n
+

µ
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と分解する．ここで V (λ)n
+

µ 6= {0} と仮定すると，命題 6.11(1) より，零でない準同型
ϕ : M(µ)→ V (λ)が存在する．V (λ)の既約性から ϕは全射，ゆえに V (µ) ∼= V (λ)とな
る．命題 6.15 より，このとき λ = µ である．よって µ 6= λ ならば V (λ)n

+

µ = {0} が分
かった．一方，V (λ)n

+

λ = Cvλ である．
(⇐= の証明): V n+

= Cvλ と仮定して，V が既約であることを示す．U ⊂ V を零で
ない任意の部分表現とする．補題 3.28 より U はウェイト表現である．ウェイトの集合
Wt(U)は空ではなく，Wt(U) ⊂Wt(V ) ⊂ {µ ∈ h∗ | µ � λ}であるから，Wt(U)は支配
的順序 �に関する極大元 µを持つ．このとき {0} 6= Uµ ⊂ Un+ ⊂ V n+

= Cvλ なので，
結局 µ = λであり，U は最高ウェイトベクトル vλ を含む．よって U ⊃ U(g)vλ = V，す
なわち U = V である．これで V の既約性が示された．

6.3 有限次元既約表現の分類
ここからは有限次元表現に着目する．

補題 6.18. 半単純 Lie 代数 g の零でない任意の有限次元表現 V について，V n+ 6= {0}
が成り立つ．また gの任意の有限次元既約表現は最高ウェイト表現である．

Proof. V が gの零でない有限次元表現であるとする．このとき h1, . . . , hn の V 上の作用
は互いに可換であるから，線形代数の一般論より，同時固有ベクトルが少なくともひとつ
存在する．すなわちWt(V )は空でない有限集合である．そこで支配的順序に関して極大
なWt(V )の元 λがとれる．このとき補題 6.6より V n+

λ = Vλ 6= {0}，ゆえに V n+ 6= {0}
が従う．さらにこのとき，命題 6.11(1) より，零でない準同型 ϕ : M(λ) → V が存在す
る．ここでもし V が既約ならば，ϕは全射であり，V ∼= V (λ)を得る．

ゆえに，gの有限次元既約表現の分類は，有限次元最高ウェイト表現の分類に帰着する．

定義 6.19 (支配的整ウェイト). h∗ の部分集合 P および P+ を以下のように定義する：

P := {λ ∈ h∗ | λ(hi) ∈ Z, ∀i ∈ {1, . . . , n}} =
n∑
i=1

Z$i,

P+ := {λ ∈ h∗ | λ(hi) ∈ Z≥0, ∀i ∈ {1, . . . , n}} =
n∑
i=1

Z≥0$i.

ここで {$1, . . . , $n} ⊂ h∗ は基底 {h1, . . . , hn} ⊂ hの双対基底である．P の元を整ウェ
イト (integral weight), P+の元を支配的整ウェイト (dominant integral weight)と呼ぶ．
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また $1, . . . , $n を基本ウェイト (fundamental weight)と呼ぶ．もちろん P+ ⊂ P であ
る．また，結晶条件 (R4)よりQ ⊂ P である*28．P は加法に関して Abel群をなし，ウェ
イト格子 (weight lattice)と呼ばれる．Qは P の部分 Abel群である．

後で使うので以下の諸性質に注意しておく．

補題 6.20. P ⊂ h∗R かつ P =W (∆) · P+ である．

Proof. 各 1 ≤ j ≤ nについて，

αj =
n∑
i=1

αj(hi)$i =
n∑
i=1

cij$i

である．すなわち，h∗ の 2 つの基底 Π = {α1, . . . , αn} と {$1, . . . , $n} のあいだの変
換行列は Cartan 行列 C = (cij)1≤i,j≤n によって与えられる．C ∈ GLn(Q) より，そ
の逆行列 C−1 = (c′ij)1≤i,j≤n もまた GLn(Q) に属する．よって各 1 ≤ j ≤ n について
$j =

∑n
i=1 c

′
ijαi は h∗R に属する．これで包含 P ⊂ h∗R が示された．

次に，P =W (∆) · P+ を示す．

C(Π) := {λ ∈ h∗R | (αi, λ) > 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}}

を単純ルートの集合 Πに対応するWeyl の部屋，C(Π) を Euclid 位相に関するその閉包
とすれば，

P+ = {λ ∈ P | (αi, λ) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}} = P ∩ C(Π)

と書ける．系 4.24よりW (∆) · C(Π) = h∗R であるから，P =W (∆) · P+ が分かる．

注意 6.21. Weylベクトル ρ := 1
2

∑
α∈∆+ αを思い出そう（定義 4.22）．系 4.23より，各

1 ≤ i ≤ nについて ρ(hi) =
2(αi,ρ)
(αi,αi)

= 1であるから，

ρ =
n∑
i=1

$i (6.10)

が成り立つ．特に ρ ∈ P+ である．

補題 6.22. λ, µ ∈ P+ について，次が成り立つ：

µ ≺ λ =⇒ (µ, µ) ≤ (λ, λ) かつ (µ, µ+ 2ρ) < (λ, λ+ 2ρ).

*28 一方で，一般に Q+ 6⊂ P+ なので注意．
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Proof. µ ≺ λ ならば，定義より λ − µ ∈ Q+ \ {0} である．1 ≤ i, j ≤ n に対し
($i, αj) = δij

(αj ,αj)
2 であることと，(6.10)より，任意の ξ ∈ P+ について

(ξ, λ− µ) ≥ 0, (ξ + 2ρ, λ− µ) > 0

となる．ここで ξ = λ+ µとすれば，これらはそれぞれ題意の不等式を与える．

定理 6.23 (有限次元既約表現の分類). λ ∈ h∗ について，次が成り立つ：

dimC V (λ) <∞ ⇐⇒ λ ∈ P+. (6.11)

ゆえに
{ gの有限次元既約表現の同型類 } 1:1←→ P+; V (λ)←→ λ.

Proof. 後半の主張は補題 6.18 および命題 6.15から従う．前半の主張 (6.11)を示す．
以下 vλ を V (λ)の最高ウェイトベクトルとする．また各 1 ≤ i ≤ nについて，

sl2,i := Cfi ⊕ Chi ⊕ Cei

とおく．これは sl2 と同型な gの部分 Lie代数である．

(=⇒の証明): dimC V (λ) <∞と仮定する．各 1 ≤ i ≤ nについて，V (λ)を sl2,i の有
限次元表現と思って，補題 2.28を適用すれば，vλ ∈ V (λ)eiλ(hi)

6= {0}だから，λ(hi) ∈ Z≥0

を得る．したがって λ ∈ P+ である．

(⇐=の証明): λ ∈ P+ と仮定する．このときWt(V (λ)) ⊂ λ −Q+ ⊂ P に注意する．
ポイントは次の主張を示すことである．

dimC V (λ)µ = dimC V (λ)w(µ) (∀µ ∈ P, ∀w ∈W (∆)) (6.12)

もし (6.28)が正しいとすると，特にWt(V (λ)) ⊂ P はW (∆)の作用で不変である．よっ
て，補題 6.20より

Wt(V (λ)) =W (∆) · (Wt(V (λ)) ∩ P+)

となる．補題 6.22 より，集合 {µ ∈ P+ | µ � λ} はコンパクト集合 {µ ∈ h∗R |
(µ, µ) ≤ (λ, λ)} の離散部分集合，ゆえに有限集合である．よって，その部分集合
である Wt(V (λ)) ∩ P+ も有限集合である．また W (∆) は有限群である．ゆえに
Wt(V (λ)) は有限集合である．系 6.13 より各ウェイト空間 V (λ)µ は有限次元である
から V (λ) =

⊕
µ∈Wt(V (λ)) V (λ)µ は有限次元となる．
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よって (6.28) を示せば良い．そのためには，Weyl 群W (∆) は単純鏡映 s1, . . . , sn で
生成されるので，各 1 ≤ i ≤ nに対して

dimC V (λ)µ = dimC V (λ)si(µ) (∀µ ∈ P ) (6.13)

を示せば良い．以下これを sl2,i の表現論を使って示そう．
まず，

f
λ(hi)+1
i vλ = 0 (6.14)

であることに注意する．実際，例 6.14と同じ計算で eif
λ(hi)+1
i vλ = 0となり，また j 6= i

については ej と fi が可換だから ejf
λ(hi)+1
i vλ = f

λ(hi)+1
i ejvλ = 0である．これらと命

題 6.1を併せて，fλ(hi)+1
i vλ ∈ V (λ)n

+ となる．しかし，補題 6.17より V n+

= Cvλ であ
る．よって (6.14)を得る．
次に部分ベクトル空間 U ⊂ V (λ)を

U := {v ∈ V (λ) | ∃k > 0, s.t. fki v = 0}

と定義したとき，U = V (λ) を示す．まず (6.14) より，vλ ∈ U である．よって，U が
部分表現であることを示せば，V = U(g)vλ ⊂ U から U = V (λ)を得る．そこで任意の
v ∈ U, x ∈ gに対し，xv ∈ U を示す．U の定義より，ある k > 0が存在して fki v = 0と
なる．また随伴作用 ad fi は冪零であるから，ある l > 0 が存在して (ad fi)

lx = 0 とな
る．fi(xv) = (ad fi)(x)v + xfiv であり，これを (k + l)回繰り返せば

fk+li (xv) =
k+l∑
j=0

(
k + l

j

)
(ad fi)

j(x)fk+l−ji v = 0

となるので，xv ∈ U を得る．これで U = V (λ)が示された．
さて，任意の µ ∈ P に対して，補題 6.6より，

V (λ)µ+Zαi
:=
⊕
k∈Z

V (λ)µ+kαi

は部分 sl2,i 表現である．Wt(λ) ⊂ λ−Q+ だから，あるmi ∈ Z>0 が存在して，k > mi

ならば V (λ)µ+kαi
= {0}となる．一方，任意の k ∈ Zとベクトル v ∈ V (λ)µ+kαi

対し，
PBW定理と前段落で示したことより，sl2,i 部分表現

V ′ := U(sl2,i)v = SpanC{f
p
i h

q
i e
r
i v | p, q, r ∈ Z≥0} = SpanC{f

p
i e
r
i v | p, r ∈ Z≥0, r ≤ mi}

は有限次元である．sl2 の有限次元表現論より，sl2,i 表現としての V ′ の指標

χ(V ′) =
∑
l∈Z

(dimC V
′
µ+lαi

)zµ(hi)+2l
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は z と z−1 を入れ替えても不変である．特に −(µ(hi) + 2k) = µ(hi) − 2(µ(hi) + k) で
あるから，zµ(hi)+2k の係数と zµ(hi)−2(µ(hi)+k) の係数は等しい．すなわち

dimC V
′
µ+kαi

= dimC V
′
µ−(µ(hi)+k)αi

≤ dimC V (λ)µ−(µ(hi)+k)αi

を得る．ここで k < −mi − µ(hi) ならば右辺は 0，ゆえに V ′
µ+kαi

= {0} で，特に
v = 0 となる．v は V (λ)µ+kαi

の任意の元だったので，結局 k < −mi − µ(hi) ならば
V (λ)µ+kαi = {0}が分かる．ゆえに

V (λ)µ+Zαi
=

⊕
−mi−µ(hi)≤k≤mi

V (λ)µ+kαi

であり，各ウェイト空間 V (λ)µ+kαi
は有限次元であるから，V (λ)µ+Zαi

は有限次元 sl2,i

表現である．よって上と同様に，指標 χ(V (λ)µ+Zαi
) は z と z−1 の入れ替えに関して不

変である．特に，その zµ(hi) の係数と z−µ(hi)(= zsi(µ)(hi)) の係数が等しいことから，
(6.13)を得る．

レポート問題 31. §3.2において，gの表現 V に対し，その反傾表現 V ∗ を定義した．任
意の支配的整ウェイト λ ∈ P+ に対し，

V (λ)∗ ∼= V (−w0λ)

を示せ．ただし w0 はWeyl群W (∆)の最長元（系 4.40参照）である．

6.4 Casimir元と完全可約性定理
次の目標は有限次元表現の完全可約性を証明することである．最初にそのための準備と
して Casimir 元を導入し，その基本性質を述べる．これは §2.4に登場した sl2 の表現の
Casimir作用素の一般化である．

定義 6.24 (Casimir元). {xi}1≤i≤dを半単純 Lie代数 gの基底とし，{x′i}1≤i≤dをKilling

形式に関するその双対基底，すなわち

κg(xi, x
′
j) = δij (1 ≤ i, j ≤ d)

を満たす基底とする．このとき，普遍包絡環 U(g)の元 Cg を

Cg :=
d∑
i=1

xix
′
i

によって定義し，Casimir元 (Casimir element)と呼ぶ．

111



補題 6.25. Casimir元 Cg は基底 {xi}1≤i≤d の取り方に依らない．

Proof. gの別の基底 {yi}1≤i≤d を任意に選び，{y′i}1≤i≤d を Killing形式に関するその双
対基底とする．各 1 ≤ i ≤ dについて

xi =
d∑
j=1

κg(xi, y
′
j)yj , y′i =

d∑
j=1

κg(xj , y
′
i)x

′
j

であることに注意すれば，

∑
i=1

xix
′
i =

d∑
i,j=1

κg(xi, y
′
j)yjx

′
i =

d∑
j=1

yjy
′
j

を得る．

例 6.26. 例えば，基底 (6.6)の Killing形式に関する双対基底 {e′α, f ′α | α ∈ ∆+} t {h′i |
1 ≤ i ≤ n}は

e′α =
(α, α)

2
fα, f ′α =

(α, α)

2
eα, h′i = ν−1($i)

で与えられるから，

Cg =
∑
α∈∆+

(α, α)

2
(eαfα + fαeα) +

n∑
i=1

hiν
−1($i)

=
∑
α∈∆+

(α, α)fαeα + 2ν−1(ρ) +

n∑
i=1

hiν
−1($i). (6.15)

ただし，ρ := 1
2

∑
α∈∆+ α はWeyl ベクトルである．ここで 2 つ目の等号に [eα, fα] =

hα = 2
(α,α)ν

−1(α)を用いた．

命題 6.27. 任意の x ∈ U(g)に対し，xCg = Cgxが成り立つ．つまり Cg は U(g)の中
心元である．

Proof. x ∈ gのときに示せば十分である．gの基底 {xi}1≤i≤d を選んで Cg =
∑d
i=1 xix

′
i

と表示する（ここで {x′i}1≤i≤d は Killing形式に関する {xi}1≤i≤d 双対基底）．ここで

[x, xi] =
d∑
j=1

aijxj , [x, x′i] =
d∑
j=1

a′ijx
′
j
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によってスカラー aij , a
′
ij ∈ C (1 ≤ i, j ≤ d)を定める．このとき

xCg − Cgx =
d∑
i=1

([x, xi]x
′
i + xi[x, x

′
i]) =

d∑
i,j=1

(aij + a′ji)xjx
′
i

となる．一方，κg の g不変性より，各 1 ≤ i, j ≤ dについて

aij + a′ji = κg([x, xi], x
′
j) + κg(xi, [x, x

′
j ]) = 0

である．ゆえに xCg − Cgx = 0を得る．

命題 6.28. V は gの表現，λ ∈ h∗ とする．任意の v ∈ V n+

λ に対し，

Cgv = γλv, ただし γλ := (λ, λ+ 2ρ) = (λ+ ρ, λ+ ρ)− (ρ, ρ),

が成り立つ．

Proof. 表示 (6.15)より

Cgv =

(
2ν−1(ρ) +

n∑
i=1

hiν
−1($i)

)
v

=

(
2(λ, ρ) +

n∑
i=1

λ(hi)(λ,$i)

)
v

= (λ, λ+ 2ρ)v

を得る．ここで最後の等号に λ =
∑n
i=1 λ(hi)$i を用いた．

系 6.29. V を最高ウェイト λ ∈ h∗ の最高ウェイト表現とする．このとき Casimir元 Cg

は V 上スカラー作用素 γλidV として作用する．

Proof. vλ を V の最高ウェイトベクトルとする．命題 6.28より，Cgvλ = γλvλ が成り立
つ．また V = U(g)vλ より，任意のベクトル v ∈ V に対し，ある x ∈ U(g)が存在して
v = xvλ と書ける．このとき，命題 6.27より

Cgv = Cgxvλ = xCgvλ = γλxvλ = γλv

となる．したがって Cg の V への作用は γλidV に等しい．

これで完全可約性定理を証明する準備が整った．証明の方針は sl2 のときと同様で
ある．
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定理 6.30 (完全可約性定理). 半単純 Lie代数 gの任意の有限次元表現は完全可約である．

Proof. V を g の零でない有限次元表現とする．各 1 ≤ i ≤ n について，V は sl2,i =

Cfi ⊕ Chi ⊕ Cei の有限次元表現ともみなせるので，sl2 の表現論から特に hi の V への
作用は対角化可能であり，その固有値は全て整数である．すなわち，V は hのウェイト表
現であり，そのウェイトは全て整ウェイト，つまりWt(V ) ⊂ P である．
また V を，Casimir元 Cg の作用について広義固有空間の直和に分解する：

V =
⊕
γ∈C

V [γ], V [γ] := {v ∈ V | ∃k ∈ Z>0 s.t. (Cg − γ)kv = 0}.

このとき命題 6.27より，各 V [γ]は V の部分表現になる．したがって，ある γ ∈ Cに対
して V = V [γ]となる場合を考察すれば十分である．以下そのように仮定する．
V を有限次元 sl2,i と見做して，補題 2.28を適用することにより

Wt(V n+

) ⊂ P+

が分かる．一方で，Wt(V )max をWt(V ) の支配的順序 � に関する極大元のなす部分集
合とすると，明らかに

V n+

⊃
⊕

λ∈Wt(V )max

Vλ

である．ゆえに
Wt(V )max ⊂Wt(V n+

) ⊂ P+

を得る．仮定 V 6= {0}よりWt(V ) 6= ∅，ゆえにWt(V )max 6= ∅であることに注意する．
各有理数 q ∈ Qに対し，

P+[q] := {µ ∈ P+ | γµ = q}

とおく．任意の λ ∈ Wt(V n+

) とベクトル v ∈ V n+

λ \ {0} に対し，命題 6.28 より
Cgv = γλv である．V = V [γ]と仮定していたので，このとき γ = γλ でなくてはならな
い．ゆえに γ ∈ Qであり，Wt(V n+

) ⊂ P+[γ]である．一方，

q0 := max{q ∈ Q |Wt(V ) ∩ P+[q] 6= ∅}

とすれば，補題 6.22よりWt(V ) ∩ P+[q0] ⊂Wt(V )max である．以上を併せると

Wt(V ) ∩ P+[q0] ⊂Wt(V )max ⊂Wt(V n+

) ⊂Wt(V ) ∩ P+[γ]
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となる．したがって q0 = γ かつWt(V n+

) = Wt(V ) ∩ P+[γ]となるので，結局

V n+

=
⊕

λ∈P+[γ]

Vλ (6.16)

を得る．この (6.16)は V = V [γ]なる任意の有限次元表現 V について正しい．
V n+ のウェイトベクトルからなる基底 {v1, . . . , vm} を選び，各 1 ≤ i ≤ m について

λi ∈ P+[γ]を vi のウェイト，すなわち vi ∈ Vλi
とする．このとき vi で生成される部分

表現 Ui := U(g)vi は vi を最高ウェイトベクトルとする最高ウェイト λi の最高ウェイト
表現である．補題 6.22よりWt(Ui) ∩ P+[γ] = {λi}であるから，(6.16)を Ui に適用し
て，Un+

i = (Ui)λi
= Cvi を得る．よって補題 6.17より，Ui ∼= V (λi)が分かる．

ここで既約部分表現 U1, . . . , Um の和が直和であること，すなわち

U :=
m∑
i=1

Ui =
m⊕
i=1

Ui

を示す．そのためには U<i :=
∑i−1
j=1 Uj とおいて，U<i + Ui = U<i ⊕ Ui を任意の iに関

する帰納法で示せば良い．i = 1のときは自明なので，i > 1として U<i ∩ Ui = {0}を示
す．もし U<i ∩ Ui 6= {0}とすると，Ui の既約性から Ui ⊂ U<i でなくてはならない．こ
のとき Un+

i ⊂ Un+

<i，ゆえに vi ∈ SpanC{v1, . . . , vi−1}となる．しかしこれは v1, . . . , vi

が一次独立であることに反する．これで U =
⊕m

i=1 Ui であり，ゆえに U が完全可約であ
ることが示された．
最後に U = V を示す．(6.16)を商表現 V/U に適用して

(V/U)n
+

=
⊕

λ∈P+[γ]

(V/U)λ =
⊕

λ∈P+[γ]

Vλ/Uλ

となる．ここで最後の等号に補題 3.28 を用いた．しかし，構成から各 λ ∈ P+[γ] に
対して Uλ = Vλ であるから，結局 (V/U)n

+

= {0} となる．補題 6.18 より，これは
V/U = {0}，すなわち V = U を導く．

注意 6.31. レポート問題 30 と完全可約性定理 6.30 を併せれば，任意の有限次元最高
ウェイト表現は既約であることが分かる．

系 6.32. 各支配的整ウェイト λ ∈ P+ に対し，

V (λ) =M(λ)/
n∑
i=1

U(g)f
λ(hi)+1
i vλ

が成り立つ．
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Proof. 右辺の商表現を V ′(λ)とおき，その最高ウェイトベクトル vλ について，定義より
(6.14)が成り立つ．ゆえに，定理 6.23の (=⇒)の証明と全く同じ議論が V ′(λ)に対して
適用できて，dimC V

′(λ) < ∞ を得る．このとき，注意 6.31 より V ′(λ) は既約であり，
M(λ)の既約商の一意性（命題 6.15）より V ′(λ) = V (λ)が従う．

6.5 Weylの指標公式
半単純 Lie代数 gの表現 V が，有限次元ウェイト空間の直和に分解するとき，すなわち

V =
⊕
λ∈h∗

Vλ, dimC Vλ <∞ (∀λ ∈ h∗) (6.17)

であるとき，V の指標 (character) を形式和

χ(V ) :=
∑
λ∈h∗

(dimC Vλ)e
λ (6.18)

として定義する．これはベクトル空間

F :=
∏
λ∈h∗

Ceλ

の元である．例えば V が有限次元のとき，あるいは V が最高ウェイト表現のとき，条件
(6.17)は常に満たされる．

補題 6.33. g の表現 V が条件 (6.17) を満たすとし，U ⊂ V は部分表現であるとする．
このとき U および商表現 V/U も条件 (6.17)を満たし，次の等式が成り立つ：

χ(V ) = χ(U) + χ(V/U).

Proof. これは補題 3.28から直ちに従う．

V が有限次元の場合，ウェイトの集合Wt(V )は P の有限部分集合であるから，その指
標 χ(V )は

C[P ] :=
⊕
λ∈P

Ceλ ⊂ F

の元である．C[P ]上の積（双線形写像 C[P ]× C[P ]→ C[P ]）を

eλeµ := eλ+µ

によって定義すれば，C[P ]は可換 C代数となる．その単位元は 1 := e0 である．ここで
z±1
i := e±ϖi とおけば，C代数として C[P ]は n変数 Laurent多項式環 C[z±1

1 , . . . , z±1
n ]
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と同一である．特に g = sl2 のとき，C[P ] = C[z±1]であり，この同一視のもとで §2.4で
定義した表現の指標 χ(V )の定義とここでの定義は一致する．

注意 6.34. 一般に，形式和 A =
∑
λ∈h∗ aλe

λ, B =
∑
λ∈h∗ bλe

λ ∈ F に対して，それらの
積 AB を形式和

AB :=
∑
λ∈h∗

∑
µ∈h∗

aµbλ−µ

 eλ (6.19)

として定義することを考える．一般に和∑µ∈h∗ aµbλ−µ は無限和なので (6.19)の右辺が
F の well-defined な元を定めるためには条件が必要である．例えば，各 λ ∈ h∗ に対し，
{µ ∈ h∗ | aµbλ−µ 6= 0}が有限集合であればよい．以下ではこの条件が成り立つ場合にの
み積 AB を考える．

有限次元既約表現の分類定理 6.23および完全可約性定理 6.30により，gの任意の有限
次元表現 V に対し，支配的整ウェイト λ1, . . . , λd ∈ P+ が順序の入れ替えを除いて一意
的に存在し，

V ∼= V (λ1)⊕ · · · ⊕ V (λd)

と既約分解する．このとき指標は

χ(V ) = χ(V (λ1)) + · · ·+ χ(V (λd))

となる．既約表現 V (λ)の指標は

χ(V (λ)) = eλ +
∑
µ≺λ

mλ,µe
µ (mλ,µ ∈ Z≥0) (6.20)

という形をしているので，集合 {χ(V (λ)) | λ ∈ P+}はベクトル空間 C[P ]において一次
独立である．よって，系 2.38と同様に次が示される：

命題 6.35. gの有限次元表現 V, V ′ について

V ∼= V ′ ⇐⇒ χ(V ) = χ(V ′).

本節の目的は既約表現の指標 χ(V (λ))に関するWeylの公式（定理 6.36）を説明する
ことである．そのために以下の記号を導入する．

• 非零元 λ ∈ h∗ \ {0}に対し，

1

1− eλ
:=

∞∑
k=0

ekλ
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とおく．実際 (1− eλ) · (
∑∞
k=0 e

kλ) = 1が成り立つことに注意．
• g のWeyl 群 W (∆) を単に W と書く．Weyl 群の元 w ∈ W に対し，sgn(w) :=

deth∗
R
(w) と定義する．ここで W ⊂ O(h∗R) であり，任意の g ∈ O(h∗R) に対し

deth∗
R
(g) ∈ {±1}であることに注意すれば，写像 w 7→ sgn(w)は群準同型

sgn: W → {±1}

を定めることが分かる．さらに補題 4.1(2)より，任意の α ∈ ∆に対し sgn(sα) =

−1であるから，例えば，元 w ∈ W が単純鏡映の積として w = si1si2 · · · sil と書
けるとき，sgn(w) = (−1)l である．特に，Weyl群の元の長さ `(w)（§4.6参照）を
用いれば sgn(w) = (−1)ℓ(w) とも書ける．

定理 6.36 (Weylの指標公式). 任意の支配的整ウェイト λ ∈ P+ に対し，

χ(V (λ)) =

∑
w∈W sgn(w)ew(λ+ρ)−ρ∏

α∈∆+(1− e−α)
(6.21)

が成り立つ．

定理を証明する前に，まずそこから得られる幾つかの帰結を見ておく．

系 6.37 (Weylの分母公式). 次の等式が成り立つ：∏
α∈∆+

(1− e−α) =
∑
w∈W

sgn(w)ewρ−ρ. (6.22)

Proof. Weylの指標公式 (6.36)において λ = 0とすれば，V (0)は 1次元自明表現である
から, 左辺 χ(V (0))は 1となる．よって題意の等式を得る．

注意 6.38. g = sln（An−1 型）の場合には，(6.22)は Vandermonde行列式に関する有
名な公式 ∏

1≤i<j≤n

(xi − xj) = det(xn−ji )1≤i,j≤n

と本質的に同じものである．

系 6.39 (Weylの次元公式). 任意の支配的整ウェイト λ ∈ P+ に対し，

dimC V (λ) =
∏
α∈∆+

(α, λ+ ρ)

(α, ρ)
=
∏
α∈∆+

(λ+ ρ)(hα)

ρ(hα)
(6.23)

が成り立つ．
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Proof. 各元 eµ (µ ∈ P )を 1に送ることによって得られる C代数準同型 ev1 : C[P ] → C
を考えれば，指標の定義より dimC V (λ) = ev1χ(V (λ))である．そこで ev1 をWeyl指標
公式 (6.21)の右辺に適用することによって dimC V (λ)を計算したいのだが，分母が零に
なってしまうのでそのままでは適用することができない．この問題を回避するために少し
工夫する必要がある．

C ω(R)を実数直線 R上の C値解析的関数のなす C代数とし，tを Rの標準座標とす
る．任意の元 ξ ∈ h∗R に対し，C代数準同型 φξ : C[P ]→ C ω(R)を

φξ(e
µ) := et(µ,ξ) (µ ∈ P )

によって定義する．ここで右辺は R 上の通常の指数関数である．このとき A ∈ C[P ] に
対して ev1A = limt=0 φξ(A)となることを利用する．
指標公式 (6.21)から分母を払って得られる（C[P ]における）等式

χ(V (λ))
∏
α∈∆+

(1− e−α) =
∑
w∈W

sgn(w)ew(λ+ρ)−ρ

の両辺に φρ を適用すれば，

φρχ(V (λ))
∏
α∈∆+

(1− e−t(α,ρ)) =
∑
w∈W

sgn(w)et(w(λ+ρ)−ρ,ρ) (6.24)

となる．一方でWeyl分母公式 (6.22)の両辺に φλ+ρ を適用すれば∏
α∈∆+

(1− e−t(α,λ+ρ)) =
∑
w∈W

sgn(w)et(wρ−ρ,λ+ρ) (6.25)

となる．ここで (wρ− ρ, λ+ ρ) = (w−1(λ+ ρ)− ρ, ρ)− (λ, ρ)なので，式 (6.24)の右辺
の e−t(λ,ρ) 倍と式 (6.25)の右辺は等しい．よって

φρχ(V (λ)) = e−t(λ,ρ)
∏
α∈∆+

1− e−t(α,λ+ρ)

1− e−t(α,ρ)

を得る．これと L’Hôpitalの定理を用いて dimV (λ) = limt→0 φρχ(V (λ))を計算すれば
求める等式 (6.23)を得る．

以下，定理 6.36の証明を述べよう．幾つか準備を行う．まず次の事実に着目する．

命題 6.40. 任意の λ ∈ h∗ に対し，Verma加群M(λ)の指標は次のようになる：

χ(M(λ)) =
eλ∏

α∈∆+(1− e−α)
.

119



Proof. 正ルートの集合に任意に全順序を入れて ∆+ = {β1, . . . , βN}と書く．このとき

eλ∏
α∈∆+(1− e−α)

= eλ
∏
α∈∆+

(1 + e−α + e−2α + e−3α + · · · )

=
∑

k1,...,kN∈Z≥0

eλ−(k1β1+···+kNβN )

となる．命題 6.11(2)からこれは χ(M(λ))に一致する．（系 6.13の証明も参照．）

任意の有理数 q ∈ Qに対し，

P [q] := {µ ∈ P | γµ = q}

とおく．ここで γµ = (µ+ ρ, µ+ ρ)− (ρ, ρ)と定義していたので，

P [q] = P ∩ {µ ∈ h∗R | (µ+ ρ, µ+ ρ) = q + (ρ, ρ)}

と書ける．特に P [q]はコンパクト離散集合，ゆえに有限集合である．
次の補題は命題 6.28および系 6.29から容易に従う（定理 6.30の証明を参照）．

補題 6.41. 最高ウェイト λ ∈ P の最高ウェイト表現 V に対し，

Wt(V n+

) ⊂ P [γλ]

が成り立つ．

命題 6.42. V が最高ウェイト λ ∈ P の最高ウェイト表現であるとき，等式

χ(V ) = χ(V (λ)) +
∑

µ∈P [γλ],µ≺λ

aµχ(V (µ)) (6.26)

を満たす非負整数の組 (aµ)µ∈P [γλ],µ≺λ がただひとつ存在する．

Proof. 一意性は {χ(V (µ)) | µ ∈ P [γλ]}の一次独立性より従う．
存在を d :=

∑
µ∈P [γλ]

dimVµ に関する帰納法で示す．上で見たように P [γλ]は有限集
合なので，d <∞であることに注意せよ．
d = 1のとき，特に dimV n+

= dimVλ = 1である．よって補題 6.17より V ∼= V (λ)

だから良い．
d > 1とする．V が既約ならば V ∼= V (λ)だから良い．V が可約であるとすると，補
題 6.17および補題 6.41より，あるウェイト λ′ ∈ P [γλ], λ′ ≺ λについて V n+

λ′ 6= {0}と
なる．そこで非零ベクトル v ∈ V n+

λ′ をとって V ′ := U(g)v′ とおけば，V ′ は最高ウェイ
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ト λ′ の最高ウェイト表現である．また商 V/V ′ は最高ウェイト λの最高ウェイト表現で
ある．このとき補題 6.33 より χ(V ) = χ(V ′) + χ(V/V ′) である．V ′ および V/V ′ に対
しては帰納法の仮定を適用できるので，結論を得る．

注意 6.43. 命題 6.42の aµ ∈ Z≥0 は表現 V における既約表現 V (µ)の組成重複度（V の
組成列に V (µ)が組成因子として現れる回数）に他ならない．

定理 6.36の証明. 支配的整ウェイト λ ∈ P+ を固定する．各 λ′ ∈ P [γλ] に対し，命題
6.42を V =M(λ′)に対して適用して

χ(M(λ′)) =
∑

µ∈P [γλ]

a(λ′, µ)χ(V (µ′))

を満たすように非負整数の組 (a(λ′, µ))µ∈P [γλ] ∈ Z≥0 が定まる．これらは条件

a(λ′, µ) ∈ Z≥0, a(λ′, λ′) = 1, µ 6� λ′ =⇒ a(λ′, µ) = 0

を満たすので，行列 (a(λ′, µ))λ′,µ∈P [γλ] は支配的順序に関して三角行列であり，その対角
成分は全て 1である．よってその逆行列 (b(λ′, µ))λ′,µ∈P [γλ] が存在し，条件

b(λ′, µ) ∈ Z, b(λ′, λ′) = 1, µ 6� λ′ =⇒ b(λ′, µ) = 0

を満たす．このとき任意の λ′ ∈ P [γλ]に対して

χ(V (λ′)) =
∑

µ∈P [γλ]

b(λ′, µ)χ(M(µ))

を得る．ここで λ′ = λとし，命題 6.40と併せれば

χ(V (λ)) =
∑

µ∈P [γλ]

b(λ, µ)
eµ∏

α∈∆+(1− e−α)
(6.27)

となる．ゆえに，定理 6.36の証明は次の命題に帰着する．

命題 6.44. 任意の λ ∈ P+ と µ ∈ P [γλ]に対し，次が成り立つ：

b(λ, µ) =

{
sgn(w) ある w ∈W が存在して µ = w(λ+ ρ)− ρとなるとき，
0 そうでないとき．

Proof. 証明の要点は χ(V (λ)) のWeyl 群不変性，すなわち定理 6.23 の証明中に示した
式 (6.13)に着目することにある．まずこれを指標の言葉で言い換えよう．Weyl群W の
ウェイト格子 P への作用は，自然に C[P ]への作用を誘導する．すなわち，

w · eµ := ewµ (w ∈W,µ ∈ P )
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によって C[P ]はWeyl群W の表現となる．この作用は C[P ]における積と整合的，すな
わち f, g ∈ C[P ]と w ∈W に対し，w · (fg) = (w · f)(w · g)である．式 (6.13)は

w · χ(V (λ)) = χ(V (λ)) (∀w ∈W ) (6.28)

と同値である．
一方で

D := eρ
∏
α∈∆+

(1− eα)

とおくと，D はWeyl群の作用に関して交代的である．すなわち任意の w ∈W に対し

w ·D = sgn(w)D (6.29)

を満たす．これは実際，各 1 ≤ i ≤ nに対し，補題 4.21およびその系 4.23より

siD = eρ−αi(1− eαi)
∏

∆+\{αi}

(1− e−α) = −D

となることから分かる．
さて，式 (6.27)の両辺に D を掛けて分母を払うことで，C[P ]における等式

χ(V (λ))D =
∑

µ∈P [γλ]

b(λ, µ)eµ+ρ (6.30)

を得る．この両辺に任意の元 w ∈W を作用させると，(6.28)と (6.29)より

sgn(w)χ(V (λ))D =
∑

µ∈P [γλ]

b(λ, µ)ew(µ+ρ) (6.31)

を得る．(6.30)と (6.31)を比較して

b(λ,w(µ+ ρ)− ρ) = sgn(w)b(λ, µ) (w ∈W,µ ∈ P [γλ]) (6.32)

となる．特に µ = λとすれば，条件 b(λ, λ) = 1より

b(λ,w(λ+ ρ)− ρ) = sgn(w) (w ∈W )

となる．
いま，µ ∈ P [γλ] について b(λ, µ) 6= 0 と仮定する．適当に w′ ∈ W を選んで

µ′ := w′(µ + ρ) ∈ P+ となるようにできる．このとき (6.32) より b(λ, µ′ − ρ) =

sgn(w′)b(λ, µ) 6= 0であるから，特に µ′ − ρ � λ，すなわち λ− µ′ + ρ ∈ Q+ である．ま
た λ+ µ′ ∈ P+ であるから，補題 6.22の証明と同様に

(λ+ µ′ + ρ, λ− µ′ + ρ) ≥ 0
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であって，等号成立は λ− µ′ + ρ = 0のときに限る．一方，仮定 µ ∈ P [γλ]より

(λ+ µ′ + ρ, λ− µ′ + ρ) = (λ+ ρ, λ+ ρ)− (µ′, µ′) = (λ+ ρ, λ+ ρ)− (µ+ ρ, µ+ ρ) = 0

である．よって µ′ = λ+ ρでなくてはならない．以上より，任意の µ 6∈W (λ+ ρ)− ρに
対して，b(λ, µ) = 0となることがわかる．これで命題 6.44は示された．

■余談 Weyl の指標公式（定理 6.36）によって有限次元既約表現の指標が分かったの
で，次のステップとして，支配的整ウェイトではない λ ∈ h∗ に対応する無限次元既約
最高ウェイト表現 V (λ) の指標 χ(V (λ)) を求めよ，というのは自然な問題である．この
場合，Weyl の指標公式のような閉じた公式 (closed formula) は知られていないが，指
標 χ(V (λ))を統一的に計算するある種の帰納的アルゴリズムは確立されている．これは
「Kazhdan–Lusztig 予想」（1979 年に提唱，Beilinson–Bernstein, Brylinski–柏原によっ
て 1981 年に解決）として知られている有名な事実である．ここで特に興味深いのは，
Kazhdan–Lusztig 予想の解決に旗多様体上の D 加群や交差コホモロジーといった幾何
学的手法を要した点である．これは現在「幾何学的表現論」(geometric representation

theory)と呼ばれる分野の嚆矢となった．もしこのあたりの詳細に興味があれば [8, 第 II

部]や [3, Chapter 8]などを眺めてみることをお勧めします．
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